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Nous dZcrivons dans cette leson des mesures CgZnZralisZesk n ©bZissant pas aux
criteres restrictifs de la mesure projective idZale de von Neumann. Ces mesuresqui
donnent une information plus ou moins partielle sur | @t at d @n systeme quantique
correspondent souvent ~ des situations plus proches des expZriences rZelles que les
mesures projectives. Un cas particulier important de mesure gZnZralisZe est dZfini
par un ensemble d©pZrateurs hermitiques positifs formant un C !POVM!E (Positive
Operator Valued Measure ). Le lien entre mesures gZnZralisZes, POVM et mesure
projective sera rappelZ et un certain nombre d  ®xemples intZressants pour la suite
sera prZsentZ.

Comme nous @vons vu dans la ¢ leson, un modesle simple de processus de mesure
est rZalisZ par le couplage d@n systeme quantique S ~ un ensemble de N qubits de
mesure indZpendants (constituant un moment angulaire J=N/2). Nous  montrerons
que I@cquisition partielle d @hformation rZsultant du couplage de S avec un seul qubit
est un POVM et nous dZcrirons comment | @ccumulation de mesures POVM rZsultant
du couplage avec un ensemble de qubits se transforme en mesure projective. Nous
montrerons que | Gcquisition d @hformation sur S rZsultant de la mesure POVM
s@pparente " un processus d thfZrence bayesienne en thZorie des probabilitZs.

Nous conclurons la leson en considZrant un exemple curieux de mesure, dans lequel
il semble que | hformation soit obtenue C Isans que le systeme mesurZ ait interagi
avec l@ppareil 'E. Le paradoxe provient, comme dans d @utres cas du m » me genre, de
|@tilisation indue de concepts classiques pour dZcrire une situation quantique.



Mesure gZnZralisZe

Remplae ons les projecteurs P dQne mesure idZale par un ensemble
dOpZrat eurs M. (non nZcessairement hermitiques) satisf aisant la relation:

| MM =1 (2" 1)
Une mesure gZnZralisZe associZe ~ cet ensemble dOpZrateurs, ef f ect uZe
sur un Ztat |' >, donne le rZsultat i avec la probabilit Z:

pi:<! |MiMi|! > (2" 2)

et projette dans ce cas le syste me dans |@tat apres mesure:
| M. | W
|‘P> mesurei >|lpi>: \I/L>
g S
Pour un syste me dans un mZlange statistique (dZcrit par "), ces relations
deviennent :

(2-3)

p=t{imm) i re e =M gy

mesure i l p
i




Mesure gZnZralisZe sur un systeme A comme
mesure projective sur un syste me auxiliaire
M intriquZ = A

Couplons le systeme A " un systeme auxiliaire M ayant une base d@tat s
ort hogonaux | m>que 1On associe aux dif f Zrents opZrateurs M, de A.
Appelons |m,>un Ztat de rZf Zrence de M. Ce couplage est dZfini par la
transf ormation (que 1©n dZmontre aisZment «tre unitaire):

1) |my)# 8 OoM |1 )" [m) (289

Cette transformation intrique (A) et (M). La mesure projective de
|@bservable de M admettant les |m>comme Ztats propres donne alors le
rZsultat i avec la probabilit Z p; (donnZe par 1©q.2-2) et projette A dans
I@t at (non normalisZ) M.|! >. La mesure gZnZralisZe sur A peut donc
toujours etre vue comme rZsultat de I@ntrication de A avec un syste me
auxiliaire M, suivie d@ne mesure projective de M.

Notons que M peut avoir une dimension quelconque: le nombre d©pZrateurs
M. n@st pas (comme le nombre de projecteurs P dOne mesure projective),
limit Z par la dimension de A. Une mesure gZnZralisZe immZdiat ement

r ZpZt Ze ne redonne pas en gZnZral le me me rZsultat. La somme des
probabilit Zs des rZsult at s possibles est cependant toujours Zgale ™ 1.



Mesures destructives vues comme mesures
gZnZr alisZes

| onisation sZlective d@tomes de Rydberg

On applique ~ 1@ ome un champ Zlect rique Le champ,
spatialement ou temporellement variable qui atteint  augmentant de
en des points ou " des temps dif f Zrent s les seuils gauche ~ droite,
dinisation d&tats |i >d@nergie de liaison jonise * des
dif f Zrents. L@lectron rZsultant est accZlZrZ vers endroits

dif f Zrents des

atomes de
dZclenchant une avalanche qui signale |@nisation de Rydberg de tailles

une Zlectrode Zmettant des Zlectrons secondaires, ¢
|@t ome et le niveau o il Ztait avant I@ppllcatlon du dZcroissant es ?

champ. Cette mesure correspond aux opZrateurs: (d@ner gie de
M. = \ion)(i\ (21 10) liaison croissante).

o I@tat |ion>reprZsente I@n rZsultant du processus d@nisation. Les M. satisfont la relation
de normalisation:

— #J-
7

I M, M, =1 |i)(ionlion)(i| =1 |i)(i|]=1 (2" 1))
La probabilitZ de trouver 1@t ome dans |@tat |i>est:
=t MmO =) @1
et |@tat est transformZ par la mesure suivant:

T e ‘i°n><i“ >=\ion> (2$13

rZsultat i |
P

LOinformation sur 1@tat de |@tome est perdue apres la mesure, qui ne peut etre rZpZtZe.




Mesures destructives vues comme mesures

gZnZr alisZes (suite)
Compt age de photons

Un compt eur de phot ons absorbe les quanta de lumiere en phot ons
lonisant les at omes d@ne phot o-cat hode, les Zlectrons Zlectrode
rZsultant Ztant dZtectZs apres une amplification par avalanche secondaire

analogue ~ celle dZcrite ~ la page prZcZdente. Certains phot o-
dZtecteurs f ournissent un courant proportionnel au nombre de
phot ons absorbZs et sont ainsi capable de rZsoudre des
nombres de photons dif f Zrents. Cette mesure destructive peut
«tre dZcrite par les opZrateurs du champ:

phot ocat hode

Zlectrons

M,=|0)n| (n=0L2LL) (2! 14)
o* |0>est |@tat du vide dans le mode du champ mesurZ et |n>1@tat ~ n photons. On ala
relation de f ermet ure:
YMM, =Y [nn=1  (2-15)
La probabilit Z de trouver n photons dans |@tat |! >du mode du champ est:
2 n
p=[(n[t ) (@"16)

|@t at apres mesure Ztant le vide: les photons sont dZtruits en Ztant compt Zs.
| ci encore |@xpZrience n@st pas rZpZtable.



Mesure gZnZralisZe et
Positive operator valued measure (POVM)

De fason gZnZrale les E =M, M, sont des opZrat eurs hermitiques positif s
(" valeurs propres positives ou nulles) qui satisfont la nor malisat ion:

| E=1  (2"18)

L@&nsemble des E, const it ue un POVM (positive operator valued measure). La
probabilitZ de trouver le rZsultat correspondant ~ 1@1Zment E, du POVM

est p =Tr{pE} (2-19)

L@t at obtenu apres mesure n@st en gZnZral pas simplement exprimZ en
fonction des E;. Un cas particulier simple correspond ~ des E; construits ~
partir dOpZrateurs M, hermitiques, on a alors M, =M, :\/E. et la projection
associZe "~ la mesure gZnZralisZe s@crit en f onction des Zlements du POVM:

[ el \/E';\/E' (2%$20)

Une mesure projective est un cas particulier de POVM avec E =P



Exemple de mesure POVM d@n qubit

Une mesure projective est dZfinie par les projecteurs P, et P, sur deux
Ztats de spin orthogonaux (associZs ~ des vect eurs de Bloch opposZs). Une
mesure POVM pourra«tre dZfinie par N >2 opZrateurs E (i =0,1,2EN-1)
dont la somme est Zgale ~ 1@pZrat eur unitZ 2x2. On peut choisir des
opZrateurs proportionnels aux N projecteurs sur des Ztats dont les
directions sont unif ormZment rZparties sur un grand cercle de la sphere de
Bloch:

E :%(| +|5f) (2" 21)

La mesure gZnZralisZe peut alors donner N rZsultats diff Zrents, en
projetant le spin sur 1@ne des N directions Zqui-r Zparties sur le grand
cercle. Voir cours 2003-2004 pour une description explicite de la
procZdure de mesure dans le cas N=3, dont nous discut ons une application
page suivant e.



| nteret d@Qne mesure POVM: reconnaissance
partielle de deux Ztats non- orthogonaux

Si Alice donne " Bob un qubit dans un de deux Ztats non-orthogonaux |#>et |$>
dont les vecteurs de Bloch P, et Py forrrNIent un angle %= 120j, celui- ci ne peut
dZcider ~ coup szr duquel des deux il s @git (corollaire du thZoreme de  non-clonage).
Par une mesure projective le long de P,, il peut reconna’tre " coup szr| Gtat |$>sd
trouve le vecteur de Bloch alignZ le long de la direction P, = - P, (la probabilitZ de
|@t at | #>devenant alors nulle), mais ne peut conclure s @ trouve le qubit dans I@t at

| #> La conclusion est inversZe ( qubit a coup szr dans | @t at |#>), s® choisit de
mesurer le long de Py, dansle cas o il trouve le qubit avec le vecteur de Bloch
alignZ dans la direction P,=- P ¢ . Toute autre direction de mesure projective ne lui
permet de conclure avec certitude dans aucun cas.

Cette stratZgie donne avec certitude la bonne rZponse
dans 37,5% des cas (probabilitZ 1/2 que Bob choisisse
' de mesurer le long de | @tat qu@lice n@ pas choisi,
multipliZe par la probabilitZ cos 2[(&%)/2]= 3/4 de
trouver dans ce cas le spin dans | @t at orthogonal "~ celui
non-choisi par Alice).

Nous allons voir que Bob peut mieux faire en
remplasant la mesure projective par une mesure
POVM ~ trois ZlZments.




Reconnaissance partielle de deux Ztats
non- orthogonaux par mesure POVM (suite)

Bob constitue un POVM avec les trois opZrateurs:

l.:%(zu'%.é)  (1=123) (2-22)

avec.
P=-(R+R) (2-23

Les extrZmitZs des vecteurs P,,P, et P, forment un triangle ZquilatZral. Les
ZlZments E, sont proportionnels aux trois projecteurs — sur les Ztats associZs aux
vecteurs de Bloch P (facteur de normalisation 2/3).

: Bob effectue la mesure POVM sur | @t at donnZ par Alice. S @

. trouve le rZsultat 1, | #>est exclu et Alice lui a certainement

P_, donnZ|$> S@ trouve 2, c®@st 1$>qui est exclu et il sait qu @lice
lui a donnZ |#> S@ trouve 3, Bob ne peut conclure. La mZthode
donne avec certitude la bonne rZponse dans 50% des cas: quel
que soit le choix d @lice, il y a une chance sur deux pour que
Bob trouve le rZsultat 3 qui le laisse indZcis. Cette stratZgie,

qui introduit explicitement ~ cotZ des choix |#>et |$>1a
possibilitZ C !Bob ne sait pas!E est ainsi plus performante, pour
cette opZration de reconnaissance, que la mesure projective.




Autre exemple de POVM: couplage d@n qubit
avec un moment angulaire

ConsidZrons le POVM d@n moment angulaire (J) constituZ des 2 opZrateurs:
13 /h" j#

E, =cos’( ) 5 j=01 (2" 24)

Les E; sont des opZrateurs hermitiques positifs, de somme unitZ et de spectre:
m'#j$
2
Pour rZaliser ce POVM, couplons J ~un qubit A par le hamiltonien:

mm:g%19> (2" 26)

et faisons interagir A et J pendant untempst= (/g ~ partirde! @tat [0),! " c,/m)
, gn,]n m gn.]n /
| cU(t="1/9)[0), # |m)y=1 c exp@im" 9" /2)[0), # |my=1 c_ |m)# _cos(7?ﬁo>A$isin(7gﬂ1>Aa

I'(m,j)=cos( ) #J%M%J  (2#25)

(21 27)
La mesure de ) ,(® donne le rZsultat j =0 ou 1 et rZalise le POVM cherchZ:
4 )

(21 28)

j

p,= | |c.| coS[(m" #$)/2] = (%]E;| %)

%) " :i! c,, cos[(m" #j$)/2]|m>:\/E|%>j (21 29)

N P J




| nterprZtation de la regle de projection de
la mesure POVM: lol de Bayes sur les
probabilit Zs conditionnelles

La mesure de A, apres couplage avec J, donne de |@f ormation sur J. Si
J>1/ 2, cette information ne peut etre que partielle et ne peut fournir une
mesure complete de J. Elle change cependant la connaissance que |©n a du
syste me et donc son Ztat, qui exprime cette connaissance. Les probabilit Zs
associZes ~ la valeur m du moment angulaire deviennent apres la mesure:

6,1 e .| E; (m) _ .| cog[(m$ % &) / 2]

rZaultat 2 2 . (2 0/030)
" H e E(m) #|c,| cos’[(m$ %j&) /2]

Supposons J entier et ajustons le temps de couplage entre A et J pour
rZaliser la condition ( =& On a alors:

E,(m)=1; E(m)=0s m pair

E,(m)=0; E,(m)=19 mimpair (2! 3]

Trouver =0 (j=1) projette J sur le sous-espace des valeurs de m paires
(impair es) respectivement. Le POVM est une mesure projective de la paritZ
de m. Ce rZsultat peut se retrouver par un argument de pure logique
classique (voir page suivante).



Mesure POVM et lol de Bayes (suite)

Plas ons nous, comme page prZcZdente, dans le cas ( =& Le POVM est obtenu
par une rotation du qubit A suivie dQne mesure de A. L@ngle de cette
rotation est conditionnZ par la valeur propre mde J,. Trouver j=0 signifie
que A ne peut *tre avant la mesure dans I@tat pur | 1> Or il se trouver ait
dans cet Ztat si m Ztait Zgal = 2k+L Larotation de A, dOn angle (2k+1)&,
aurait en effet portZ A de I@tat initial |0>vers |1> Le rZsultat j=0 est
donc incompat ible avec m impair. Pour les valeurs paires de m, la mesure
POVM n@pport e aucune inf ormation. Lor sque 1@n trouve j=0, J doit donc
etre projetZ sur les Ztats de m pair, sans changement des probabilit Zs
relatives entre les dif f Zrents rZsultat s pairs possibles. De me me, le
rZsultat j=1projette |@tat de (J) sur les Ztats mimpairs, en annulant les
probabilit Zs de trouver les valeurs paires de m. C@st ce qu@xprime dans ce
cas particulier laformule (2-30). Ce raisonnement logique, mais qualit at if
est formalisZ de fason quantitative par le thZore me de Bayes (1763) sur les
probabilit Zs conditionnelles.

Remargue: |@rgument de logique classique utilisZ ici ne tient pas compte des
cohZrences entre Ztats m et s @ppliquerait tout aussi bien ~ un Ztat initial dans un
mZlange statistique. Dans le cas traitZ ici (Ztat initial pur), les cohZrences entre

Ztats de m pair ou impair ne sont pas affectZes par la mesure POVM (voir  eq. 2.29).




Mesure POVM et Lol de Bayes (suite)

ConsidZrons le systeme J+A dans un Ztat donnZ. On appelle p(m) la
probabilit Z de trouver le rZsultat m dans une mesure projective de J,, p(j)
la probabilit Z de trouver le rZsultat j dans une mesure projective de ) ,®,
et p(j,m) la probabilitZ jointe de trouver le rZsultat j en mesurant A et
d@voir le rZsultat m en mesurant J. On dZf init de me me par p(j| m) et
p(m|j) les probabilit Zs condit ionnelles r Zcipr oques d©bt enir le rZsultat j
sur lamesure de A ~ condition que J soit dans I@tat m et d©bt enir le
rZsultat msur lamesure de J ~ condition que A soit trouvZ dans |@tat j.
Par dZf inition de ces probabilit Zs, on peut exprimer la probabilitZ jointe de
deux faesons Zquivalent es:

p(J,m)=p(] [m)p(m)=p(m[j)p(}))  (2-32)

ce qui permet de relier les probabilit Zs conditionnelles inver ses par
le t hZore me de Bayes:

p(j | m) _ p(J [m) o 33
o T o e &

m

Onretrouve par cet argument de logique classique la formule ( 2-30 ) en
remarquant que P(1m)=cosgm " j#)/28

p(m|j)=p(m)



Philosophical Transactions of the Royal Society of London
(1763).

LII. An Essay towards soliing a Problem in the Doctrine
of Chances. By the late Rev. Mr. Baves, communicaled
b }'yr. Price., wn a letler to John Canton. M. A. and

RS

Dwear Sir,

Read Dec 23, 1763 1 now send vou an essay which [ have found among the papers
of our deceased friend Mr. Baves, and which, in my opinion. has great merit,
amd well deserves to be preserved. Experimental philosophy, vou will find. 18
nearly mterested in the subject of it; and on this account there seems to be
particular reason for thinking that a communication of it to the Royal Society
cannot be improper.

He had, vou know. the honour of being a member of that illustrious So-
clety. and was much esteemed by many as a very able mathematician. In an
mtroduction which he has writ to this Essay. he says. that his design at first in
thinking on the subject of it was, to find out a method by which we might judge
concerning the probability that an event has to happen, in given circumstances,
upon supposition that we know nothing concerning it but that, under the same
circumstances, it has happened a certain number of times. and failed a certain
other number of times. He adds. that he soon perceived that it would not be
very difficult to do this. provided some rule could be found. according to which
we ought to estimate the chance that the probability for the happening of an
event perfectly unknown. should lie between any two named degrees of prob-
ability, antecedently to any experiments made about it: and that it appeared



Caractere non-intuitif de I@nf Zrence
Bayesienne en probabilit Zs classiques:
jeu des 3 portes

Alice doit q’eviner derriere laquelle des trois portes se trouve un prix.
1 2 3 Apres qu@lle a choisi une porte (par ex lanj1), Bob (qui mene le jeu)
ouvre une des deux portes restantes qui ne cache pas le prix. Alice a-t -

elle intZret ~ modifier son choix initial?
. . . 1
Probabilit Zs a priori que les portes cachent le trZsor: P(1)=P(2)=P(3)= 3 (2! 34)
Probabilit Zs que Bob ouvre les portes 2 ou 3 apres qu@lice a choisi la porte 1, conditionnZe ~ la
position du trZsor:

P(B2|1)=P(B3|1)=1/2 (2! 35a)
P(B2|2)=0;P(B3|2)=1 (2! 350)
P(B2|3)=1;P(B3|3)=0 (2! 35¢)

Supposons que Bob ouvre 3. Probabilit Zs que le trZsor soit cachZ par 1ou 2?

( Alice double )
P(B3|n) ) P(2|B3) _ P(B3|2) _ 2ses chances de
P(n|B3)=P(n gagner en
Bayes PN B =P ggimpr)  PAIBY)  PB3ID  chinoeant <on
9 n (2! 36) choix initial )

S@ y a N portes et que Bob ouvre une porte apres le choix initial d@lice, on montre de meme que
celle- ci, en modifiant son choix initial, augmente sa probabilitZ de gagner par le facteur (N-1)/(N- 2).



Autre exemple du caractere non intuitif de
la loi de Bayes en probabilit Zs classiques:
intZret dOn test mzZdical de dZpistage

" Deux possibilitZs: sain (s) ou malade(m): p(s)+ p(m)=1
Test postif (+) ou negatif (!): p(+)+p(l)=1
ProbablitZ conditionndle: p(+|s) faux posgtif

\ p(! [m) faux nZgatf

Supposons le test d @xcellente qualitZ, tel que p(+|m) 1 et p(+|s) = I <<1.Lafaible
probabllltZ de faux positif semble indiquer qu  @ne personne testZe positive est quasi
szre d ®t re malade. Est- ce si szr?

Quelle est la probabilitZ qu@n positif soit sain?

p(+ls) _ p(+159)
(sl+)=p(s) = p(S) 21 37) Ba
PP o T P a9+ pe Tmyp(m) =
Si la prZzvalence de la maladie est faible (  p(s)~1 et p(m)<<}, on a:
p(s|+)! - (2# 38)
+ p(m)

" p(m)# p(s|+)>0.5  uUne personne testZe positive est probablement saine!
Pour qu@n test soit valable il faut que la probabilitZ de faux positif soit
beaucoup plus faible que la pr Zvalence de la maladie.



D@ne mesure POVM ~ une mesure projective

Au lieu d@n qubit unique A, couplons maintenant J ~ n qubits identiques a..
On choisit®)le Hamilt onien de couplage entre J et les a:

g i
Hyy =28 (3,49)7 (2139

On prZpare le systeme J-{a}dans |@t at initial:

1), " |o,0L 0)=# c,|m)" |0,0L 0)  (2$40)

Sous |@f f et du couplage pendant le temps t=(/g, cet Ztat devient:

(m+J)% (m+J)% *

1), " [ooL 0)# Hc,|m" - ')cos |0). &isin D), (2&4)
m i +

 (
L@&nsemble des {a} est intriquZ avec J. A chaque valeur de m, il correspond
un Ztat cohZrent des {a}, associZ " un super vecteur de Bloch alignZ le long
de la direction (m+J)( . Lorsque n* oo, le systsme {a} devient une C!f lche!E
classique et mesurer la direction du vect eur associZ revient ~ une mesure
de J, (voir Leson 1). Pour mesurer (, on peut faire latomographie de
|@nsemble des n qubits (page suivant e).

(*)Enremplasant J, par J,+J dans |@xpression du couplage, on translate larotation des qubits
d~e Intervalle [-J(,+J(] " [ 0, 2J(] ce qui, sans *tre un changement essentiel, simplifie
|@nalyse de la mesure.



Mesure tomographique de |@tat des bits {a}

n qubits tous dans le

vy »
| c.|m" + 'gosw|0>i$isinw|l>i£ me me Ztat et
. & 2 ) intriquZs ~ (J)
On choisit !/ =— pour que les 2J+1 angles (m+J)( couvrent |Ght ervalle [0,&]

2]
On mesure ) , indZpendamment sur les n qubits. On obtient p foisj=0 et n-p
fois j=1. On en dZduit :

<! Z>(n) — p (n p) :2£|| 1 (2 ] 42)
n n

E lalimite n* o0, Q W*  >=cos?[(m+J)(/2]-sin2(m+J)(/2] =
2cos?[(m+J)(/ 2)]-1, soit:

2 $/p

m+J=—Ilim. , Arccos&[—) (2* 43

! o8 N (
La rZpZtition un grand nombre de f ois de la me me mesure POVM bivaluZe
j=0/1finit par dZterminer m et correspond ~ une mesure idZale de J,



Approche Zquivalente: calcul de la
distribution finale des valeurs de m

Un rZsultat j=0 multiplie la distribution des valeurs de m par cos2(m+J)(/2,
un rZsultat j=1 par sin2(m+J)(/2. Apres p mesures j=0 et n-p mesures j=1,
la distribution devient:

el f(m+J)
U e F(m+J)

I(m)

! . !
(2#44)  avec: f(m+J):ccst)wsinz<n p>w (2" 45)

Montrons que cette distribution tend pour n grand vers une fonction
Ztroit e piquZe sur une valeur de m. Commeneons par trois cas particuliers.

p=n f(m+J):cosz"@u ?l# (m+J)1 2

% 8 4
Pic centrZen m=-J de largeur /m= 1 _3V2
"Jan  #Jn

" 1# n(m+])2! 2 n e#n(m+])2’2/4

[ : N
: +J)! +J)! " " ngm+d)! " #4

p=0 f(m+J)=sin™ (m+J)! 2‘]) - cogn M+ " # go AT A

Pic centrZ en m=+J de largeur /m=—— _3V2
\§ "J2n #\/ﬁ/
g : 72 )

" 1 &n(m+J)! &) /12

p=n/2 f(m+J) = cos’ (m+2J)! sin” (m+2J)! =2—1nsin”%(m+ J)!%Z—J;CO§1T(#(m+J)! &Ef/: 2—1ne . Z:J

Pic centrZen m=0 de largeur ~ 'm=-"—
N =2




Une propriZtZ remarquable des produits de
puissances de fonctions sinus et cosinus

A

X(u) =cos’ u 1! X(u)=sin“u

0
A Xp (ll X)nl
Produit
nonnath
0
A
Produit
nor malisZ n
\
]

f0n+J):CogpQD%;ngnmwmﬁﬂﬁgDi_

= XP(u)[1" X)]" "

u_(m+J)! _m+J,
2 4]

 OHU# —
2

Sip>n/2,onap>n-pet leproduit des
cosinus, centrZ en u=0 est plus Ztroit que le
produit des sinus, centrZ en u =&2: le produit
XP(1-X)™Pest piquZenu,., tel que
cos(U, . )=(p/ N)Y2>1/+2, et 0 U, <&A4.

Sip<n/2,onap<n-pet le produit des
cosinus, centrZ en u=0 est plus large que le
produit des sinus, centrZ en u =&/2: le
produit XP(1-X)™Pest piquZ en u,,, tel que
COS(U, ., )=(p/ N)Y2 <l +2, et &4 U, <&2



Evaluation de la distribution finale des m

La distribution finale des valeurs de m est dZterminZe par le produit
f(m+J), qui, apres changement de notation sdcrit:

(m+ J)’ _(m+J)!

n20" p)w—){p(u)[l X(u)]”” . X()=cos' (u), u=

f(m+J)=cos” ~——L_
(2! 46)
Le maximum de ce produit est atteint pour la valeur de m qui annule sa
dZrivZe:
d dX
9t meay=2 I xrian xy P pr nx 2" 4
am (m+J) > a0 @ X)"PHp" nX] (2" 47)

Soit:

if(m+J)=O! —coszo;mma“‘]) (=— ) mmax+J=3Arccos\/E; (2048)
dm $ n +'n

ce qui correspond au rZsultat dZj~ trouvZ plus haut (eq. 2-43). Nous allons
Zvaluer ~ prZsent lalargeur de ladistribution en mautour de m . en
calculant la dZrivZe seconde de f (m+J).



Distribution finale des m (suite)

De I@xpression de la dZrivZe secondeenm=m,__

d’ f(m+J) :!n"zﬁdxﬁéxp”a! X)" P =1 " 2P X)"P =1n"2f(m _ +J) (2! 49)
dn? =M 2 &0 ""X

on dZduit le dZveloppement de Taylor de la distribution de m au voisinage
de son maximum et son expression analytique approchZe:

fn+9)= 1 (e + )+ Tl g g) o v opgar O T 4 g) 7 12
2 dn?
_ : : . (2! 50)
La distribution est guasi-gaussienne avec une largeur:
1 _ 23
Im= = 2$51
5 NN
et la mesure est rZsolue si: a7
Im<1 " n>— (2$52)
Quand | formation est extraite indZpendamment par les diffZrents qubits, le
nombre de qubits doit etre de| ©rdre du carrZ de la dimension de | @space du

systeme mesurZ. Nous verrons dans les prochaines lesons qu @ existe des
stratZgies plus efficaces, dans lesquelles les observables mesurZes surles  qubits
successifs sont conditionnZes aux rZsultats des mesures antZrieures.



Mesures Csans interactionE?

Peut-on dZtecter la prZsence d@n objet absorbant A dans un f aisceau
lumineux sans qu@ absor be un seul phot on? Voir rzf Zrences ~ la fin de la leson.

A est placZ soit " | @xtZrieur, soit dans un des bras d ©On interfZrometre Mach
Zehnder (MZ). On envoie un photon dans | @ppareil. Les dZtecteurs sont parfaits.

A
\
P
Dlﬁj

A
=EAN

Dlﬁj

D,
@

On regle le MZ pour que le photon sorte  avec la
probabilitZ 1 dans la voie D, lorsque les deux chemins
sont indiscernables (A~ | @xtZrieur).

Si on place A dans un des bras, les deux voies deviennent
distinguables. Le photon est bloquZ avec une probabilitZ
de 50%. | | a une probabilitZ de 50% de passer par
|@utre voie, etla lame de sortie | @nvoie alors
probabilitZs Zgales vers D , ou D,. Un clic de D, implique
gue A est dans le bras (Bayes). Un clic de D , n@pporte
aucune information. Le clic de D , dZtecte donc A sans
qu@ y ait eu absorption d @n seul photon!

A est dZtectZ avec une probabilitZ 50% par absorption
(absence de clicsde D , et D,), ~ 25% sans absorption
(clic D,). Il y a incertitude dans 25% des cas (clic D ).

Le rendement de la dZtection sans absorption peut etre rendu

arbitrairement proche de |@nitZ (page suivante).



Mesure ®ans interactionOavec MZs en sZrie

ProposZ par Kwiat
et al ,PRL 74, 4763
(1995).

On remplace le MZ par N MZs @n szrief igure), for mZ de deux miroirs et d@ne lame
sZparatrlce qui r Zf 1Zchit avec une probabllltZ R= coszg—'/. En absence d@bjet absorbant A,
|Onde r Zf IZchie est progressivement attZnuZe dans E partle inf Zrieure de IhterfZrometre
alors que |®nde transmise dans la partie supZrieure est amplifiZe. Apres N interactions avec la
sZparatrice, toute |Onde est transmise dans la partie supZrieure. Si on envoie un photon unique
" travers le dispositif, il sort avec probabilitZ unitZ vers le haut (voir page suivante).

INININNN

On place une lame absorbante A dans la partie supZrieure. Si le photon n@st pas abso[ bz, il a,
parmi tous les chemins possibles, nZcessairement suivi celui du bas, avec la probabilit Z

;oo * g2 AN | 2

P, —cos2N 1) = =1) —+O(N? 2) 53

ZN&( )8N2{ )4N (V) @)53
qui tend vers 1lorsque N* oo. La prZsence de A dans la partie supZrieure de |@ppar eil
empe che la croissance de |Onde de probabilit Z transmise. L@nalogie de (2-53) avec les
formules de |©f fet Zenon (egs. 1-8 et 1-10) est discut Ze plus bas. Une variante de |@xpZrience
utilise un autre type dnterfZrometre (Michelson) avec des phot ons polarisZs (voir plus loin).




Oscillation du champ entre les deux modes
de InterfZrometre avec MZs en sZrieO

Transfert ~ chaque traversZe de lalame
sZparatrice (amplitudes):

f dicoss L% gne( %
g% ¥ “ove o ﬁi & "E V%
@ $ (p)& + " o-OﬁE,p 1 (2! 54)
gi& N&

YR TIRYE
Matrice de transfert unitaire: U :lcosg—&hsmif ?x (2) 59)

#& #1&
Valeurs et vecteurs propres de U: !, =ICO@@(+sn——le N 9$/o( =%‘£1( (2) 56)

D@, | @volution du champ initial (E (=0, E_(0=1) apres p itZrations:

(p.
#lsm *—_&
10$_yr(1$ 11 je( 2118 Pl 18 2N
UPh g=—* & # &=—*e2Nyg eNy &-lp# J2N & (2' 57)
106 2 )19% " 195 2) 1% 19% (p +&
' #CO
)2N;

L@mplitude du champ oscille entre les deux modes.
Apres N Interactions avec la sZparatrice, le champ est entierement
transmis (E.(N)=0).



Autre exemple de mesure ®ans interactionO

(@)

M

~

(b)

~

c)

~

(d)

~

—— — — —
|v|2| SP | ------- - | -
RP ——— ——— —————
H = MM

N AN AN Ay

(@) UninterfZrometre Michelson M est formZ de deux miroirs M, et M, et dQne sZparatrice
polarisante SP qui transmet (resp.rZf1Zchit) les phot ons polarisZs horizontalement H (resp.
verticalement V). Un miroir mobile MM laisse entrer un photon polarisZ H, I@mprisonnant dans
M pour N cycles. Une lame rotatrice RPfait tourner la polarisation de &2N par cycle.

(b) Si M est vide, la composante V du photon est ~ chaque cycle rZf |Zchie vers M,, la
composante H transmise vers M,. Apresretour sur SP, V et H se recombinent en phase, le
phot on se propage vers MM et retraverse 2 fois RP. A chaque cycle la polarisation t ourne de
&?2N et apres N cycles le photon est polarisZ V.

(c) Si le bras horizontal contient un objet absorbant A et si le photon n@st pas absorbZ, le
champ suit nZcessairement le chemin qui correspond ~ chaque cycle ~ une transmission de SP
vers M,. La probabilit Z de ce chemin est cos?N(&2N)~1-&/4N et tend vers 1lorsque N* oo.

(d) Apres N cycles, MM est retirZ et le photon s@chappe, polarisZ H si A est absent, V si A
est prZsent. A, qui n@ presque pas absorbZ, est dZtectZ avec quasi certitude. Analogie de
cette version de |@xpZrience avec 16f f et Zenon de polarisation (1'"¢ leson). Cette expZrience
est dZcrite par Kwiat et al (Scientific American) et Kwiat (Physica Scripta) (voir refs ™ lafin).




| nteraction ou non? Absorption ou pas?

L@&xpression Csans interactionE est abusive. A interagit dans toutes les versions de
|@xpZrience avec le mode du champ. Me me si la probabilit Z d@bsor ption du phot on est petite,
|@t at du champ est modifiZ par le couplage ~ A. Le caractere Ztonnant de cette expZrience
provient des propriZtZs intrinse quement quantiques de IhterfZrence ™ une particule.

Pour appr of ondir |@nalogie avec 1@f f et Zenon, considZrons un paquet dO©nde ~ un photon se
propageant dans IOterfZrometre ®MZ en sZrieQvoir 2 pages plus haut). En |I@bsence de A,
|@t at du paquet apres p collisions avec la sZparatrice s@crit sous laforme dZduite de la
relation classique (2-57):

ty=" |S|n§<@—2\0 1) +cos§,{z\10 (2" 58)
o* sont indiquZs dans chaque ket le nombre (0 ou 1) de photons dans les parties inf Zrieure et
supZrieure de IterfZrometre. Le champ oscille entre les Ztats | 1,0>(photon Cen basE) et
|0,1>(phot on Cen haut E), rappelant 1@scillation de Rabi (eq. (1-7)). LObjet A insZrZ dans la
partie supZrieure du MZ, joue le r e d@n dZtecteur, que IOn peut modZliser en lui attribuant
deux Ztats | Ag>(f ondament al) et [A, >(excitZ). Apres la 1'"e collision avec la sZparatrice, le
couplage avec A rZalise la transf ormation tres rapide:
gisin("/2N)|0,7)+cos(" /2N)|L,0)% |A,)( !isin(" /2N)[0,0)' |A)+cog" /2N)[10)" |A)) (2! 59)
Comme on n@bserve pas A, IOat final du champ est dZcrit par |©pZrateur densitZtracZ sur A:
I =sin? (" /2N)|0,0)(0,0]+cos'(" / 2N)[1,0)(1,0] (2#60)

La composant e |0,0>(vide) n@volue plus dans les collisions ult Zrieures et ne contribue pas au
signal. L@utre composante, | 1,0> est |@tat initial, obtenu avec la probabilit Z cos2(& 2N).
Chacune des collisions et couplage ~ A qui suivent re-prZparent avec la me me probabilitZ le
champ dans I0#at initial, le figeant dans cet Ztat avec la probabilitZ finale cos2N(& 2N), comme
dans 1@ffet Zenon. Cette analyse montre que |@bsor ption, me me si elle a une probabilit Z

faible, est essentielle. C@st parce que A fait dispara’tre tres efficacement tout photon
appar aissant dans le Chaut E du MZ que le champ est constamment reprojetZ dans |@tat initial.




Conclusion de |la deuxi*e me leeon

Nous avons passZ en revue dif f Zrents types de mesur es gZnZr alisZes en physique quantique et
introduit la notion de POVM, qui correspond ~ une mesur e projective rZalisZe sur un systeme
auxiliaire couplZ au systsme ZtudiZ. Nous avons vu comment |@cquisition d@hf or mation par
POVM s@ppar ent ait ~ un processus de Bayes classique. Nous avons Zgalement introduit un
mode e int Zressant de mesure dans lequel le systeme (reprZsent Z par un moment angulair e)
est couplZ~ un ou plusieur s qubits indZpendant s, chaque couplage correspondant ~ un POVM
permettant dGextraire une information partielle sur le syste me. Nous avons vu comment
|@ccumulation de ces mesures POVM conduisait ~ une mesure projective du systesme. Ce

mode le nous servira dans la suite du cours lor sque nous Zt udierons la dZt ection non
destructive de photons par un ensemble d@t omes ~ deux niveaux.

L@nalyse des mesures interf ZromZtriques dites Csans int eractionskE a aussi Zt Z inst r uct ive.
Elle nous a montrZ la puissance - et le caractere non intuitif - des mZt hodes

interf ZromZt riques comme moyen d@cquisition d@nf ormation et de mesure. Nous avons vu aussi
que malgr Z leur nom, ces mZt hodes reposent sur un couplage absorptif entre le systeme
mesur Z et |@ppar eil de mesure. Nous verrons une sit uation analogue en Cavity QED, o+ un

at ome placZ dans un cavit Z peut, avec une probabilit Z d@bsor ption arbitrairement faible,

contr ™er la transmission d@n champ contenant un grand nombre de phot ons. Dans les
expZriences dZcrites plus haut, le photon f ait partie de |@ppareil de dZtection. Nous allons
voir dans la suit e une situation opposZe oe le photon est |©bjet mesurZ et oe le processus de
mesur e ne repose pas sur un processus absor ptif rZsonnant.
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