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Nous dŽcrivons dans cette le•on des mesures ÇgŽnŽralisŽesÈ n ÕobŽissant pas aux
crit•res restrictifs de la mesure projective idŽale de von Neumann. Ces mesures qui
donnent une information plus ou moins partielle sur l ÕŽt at d Õun syst•me quantique
correspondent souvent ˆ des situations plus proches des expŽriences rŽelles que les
mesures projectives. Un cas particulier important de mesure gŽnŽralisŽe est dŽfini
par un ensemble dÕopŽrateurs hermitiques positifs formant un Ç !POVM!È (Positive
Operator Valued Measure ). Le lien entre mesures gŽnŽralisŽes, POVM et mesure
projective sera rappelŽ et un certain nombre d Õexemples intŽressants pour la suite
sera prŽsentŽ.

Comme nous lÕavons vu dans la 1• re le•on, un mod•le simple de processus de mesure
est  r ŽalisŽ par le couplage dÕun syst•me quantique S  ˆ  un ensemble de N qubits de
mesure indŽpendants (constituant un moment angulaire J=N/2). Nous  montrerons
que lÕacquisition partielle d Õinformation  r Žsultant du couplage  de S avec un seul qubit
est un POVM et  nous dŽcrirons comment l Õaccumulation de mesures POVM rŽsultant
du couplage avec un ensemble de qubits se transforme en mesure projective. Nous
montrerons que l Õacquisition d Õinformation sur  S rŽsultant de la mesure POVM
sÕapparente ˆ un processus d ÕinfŽrence bayesienne en thŽorie des probabilitŽs.

Nous conclurons la le•on en considŽrant un exemple curieux de mesure,  dans lequel
il semble que l Õinformation  soit obtenue Ç !sans que le syst•me mesurŽ ait interagi
avec lÕappareil !È. Le paradoxe provient, comme dans d Õautres cas du m • me genre, de
lÕutilisation indue de concepts classiques pour dŽcrire une situation quantique.



Mesur e gŽnŽr alisŽe

Rempla• ons les pr oj ect eur s Pi dÕune mesur e idŽale par  un ensemble
dÕopŽr at eur s Mi (non nŽcessair ement  her mit iques) sat isf aisant  la r elat ion:

Mi
  Mi = I

i

! (2 " 1)

Une mesur e gŽnŽr alisŽe associŽe ˆ  cet  ensemble dÕopŽr at eur s, ef f ect uŽe
sur  un Žt at  |! >,  donne le r Žsult at  i avec la pr obabilit Ž:

pi = ! Mi
  Mi ! (2 " 2)

et  pr oj et t e dans ce cas le syst • me dans lÕŽt at  apr • s mesur e:
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Pour  un syst • me dans un mŽlange st at ist ique (dŽcr it  par  " ), ces r elat ions
deviennent :
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Mesur e gŽnŽr alisŽe sur  un syst • me A comme
mesur e pr oj ect ive sur  un syst • me auxiliair e

M int r iquŽ ˆ  A
Couplons le syst • me A ˆ  un syst • me auxiliair e M ayant  une base dÕŽt at s
or t hogonaux | mi> que lÕon associe aux dif f Žr ent s opŽr at eur s Mi de A.
Appelons | m0> un Žt at  de r Žf Žr ence de M. Ce couplage est  dŽf ini par  la
t r ansf or mat ion (que lÕon dŽmont r e aisŽment  • t r e unit air e):

Cet t e t r ansf or mat ion int r ique (A) et  (M). La mesur e pr oj ect ive de
lÕobser vable de M admet t ant  les | mi> comme Žt at s pr opr es donne alor s le
r Žsult at  i avec la pr obabilit Ž pi (donnŽe par  lÕeq.2-2) et  pr oj et t e A dans
lÕŽt at  (non nor malisŽ) Mi|! >. La mesur e gŽnŽr alisŽe sur  A peut  donc
t ouj our s • t r e vue comme r Žsult at  de lÕint r icat ion de A avec un syst • me
auxiliair e M, suivie dÕune mesur e pr oj ect ive de M.

Not ons que M peut  avoir  une dimension quelconque: le nombr e dÕopŽr at eur s
Mi nÕest  pas (comme le nombr e de pr oj ect eur s Pi dÕune mesur e pr oj ect ive),
limit Ž par  la dimension de A. Une mesur e gŽnŽr alisŽe immŽdiat ement
r ŽpŽt Že ne r edonne pas en gŽnŽr al le m• me r Žsult at . La somme des
pr obabilit Žs des r Žsult at s possibles est  cependant  t ouj our s Žgale ˆ  1.

! " m0 # $# Mi !
i
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Mesur es dest r uct ives vues comme mesur es
gŽnŽr alisŽes

I onisat ion sŽlect ive dÕat omes de Rydber g

LÕ inf or mat ion sur  lÕŽt at  de lÕat ome est  per due apr • s la mesur e,  qui ne peut  • t r e r ŽpŽt Že.

On applique ˆ lÕat ome un champ Žlect r ique
spat ialement  ou t empor ellement  var iable qui at t eint
en des point s ou ˆ  des t emps dif f Žr ent s les seuils
dÕionisat ion dÕ Žt at s | i > dÕŽner gie de liaison
dif f Žr ent s. LÕŽlect r on r Žsult ant  est  accŽlŽr Ž ver s
une Žlect r ode Žmet t ant  des Žlect r ons secondair es,
dŽclenchant  une avalanche qui signale lÕionisat ion de
lÕat ome et  le niveau o•  il Žt ait  avant  lÕapplicat ion du
champ. Cet t e mesur e cor r espond aux opŽr at eur s:

Mi = ion i (2 ! 10)

o•  lÕŽt at  | ion> r epr Žsent e lÕion r Žsult ant  du pr ocessus dÕionisat ion. Les Mi sat isf ont  la r elat ion
de nor malisat ion:

Mi
  Mi

i

! = i ion ion
i

! i = i
i

! i = I (2 " 11)

et  lÕŽt at  est  t r ansf or mŽ par  la mesur e suivant :

La pr obabilit Ž de t r ouver  lÕat ome dans lÕŽt at  | i> est :

pi = ! Mi
  Mi ! = ! i

2
(2 " 12)
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Mesur es dest r uct ives vues comme mesur es
gŽnŽr alisŽes (suit e)

Compt age de phot ons

lÕŽt at  apr • s mesur e Žt ant  le vide: les phot ons sont  dŽt r uit s en Žt ant  compt Žs.
I ci encor e lÕexpŽr ience nÕest  pas r ŽpŽt able.

Un compt eur  de phot ons absor be les quant a de lumi• r e en
ionisant  les at omes dÕune phot o-cat hode, les Žlect r ons
r Žsult ant  Žt ant  dŽt ect Žs apr • s une amplif icat ion par  avalanche
analogue ˆ  celle dŽcr it e ˆ  la page pr ŽcŽdent e. Cer t ains phot o-
dŽt ect eur s f our nissent  un  cour ant  pr opor t ionnel au nombr e de
phot ons absor bŽs et  sont  ainsi capable de r Žsoudr e des
nombr es de phot ons dif f Žr ent s. Cet t e mesur e dest r uct ive peut
• t r e dŽcr it e par  les opŽr at eur s du champ:

 
Mn = 0 n (n = 0,1,2L L ) (2 ! 14)

o•  | 0> est  lÕŽt at  du vide dans le mode du champ mesur Ž et  | n> lÕŽt at  ˆ  n phot ons. On a la
r elat ion de f er met ur e:

Mn
  Mn = n

n

!
n

! n = I (2"15)

La pr obabilit Ž de t r ouver  n phot ons dans lÕŽt at  | ! > du mode du champ est :

pn = n !
2

(2 " 16)
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secondaire



Mesur e gŽnŽr alisŽe et
Posit ive oper at or  valued measur e (POVM)

Ei = Mi
  Mi

M
i
= M

i

  = E
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Une mesur e pr oj ect ive est  un cas par t iculier  de POVM avec Ei = Pi

De f a• on gŽnŽr ale les                 sont  des opŽr at eur s her mit iques posit if s
(ˆ  valeur s pr opr es posit ives ou nulles) qui sat isf ont  la nor malisat ion:

Ei = I
i

! (2 " 18)

LÕensemble des Ei const it ue un POVM (posit ive oper at or  valued measur e). La
pr obabilit Ž de t r ouver  le r Žsult at  cor r espondant  ˆ  lÕŽlŽment  Ei du POVM
est :

pi = Tr !Ei{ } (2"19)

LÕŽt at  obt enu apr • s mesur e nÕest  en gŽnŽr al pas simplement  expr imŽ en
f onct ion des Ei. Un cas par t iculier  simple cor r espond ˆ  des Ei const r uit s ˆ
par t ir  dÕopŽr at eur s Mi her mit iques, on a alor s                      et  la pr oj ect ion
associŽe ˆ  la mesur e gŽnŽr alisŽe sÕŽcr it  en f onct ion des Žlement s du POVM:

! mesurei" #" "
Ei ! Ei

pi

(2$ 20)



Exemple de mesur e POVM dÕun qubit

Une mesur e pr oj ect ive est  dŽf inie par  les pr oj ect eur s P0 et  P1 sur  deux
Žt at s de spin or t hogonaux (associŽs ˆ  des vect eur s de Bloch opposŽs). Une
mesur e POVM pour r a • t r e dŽf inie par  N > 2 opŽr at eur s Ei (i = 0,1,2ÉN-1)
dont  la somme est  Žgale ˆ  lÕopŽr at eur  unit Ž 2x2. On peut  choisir  des
opŽr at eur s pr opor t ionnels aux N pr oj ect eur s sur  des Žt at s dont  les
dir ect ions sont  unif or mŽment  r Žpar t ies sur  un gr and cer cle de la sph• r e de
Bloch:

La mesur e gŽnŽr alisŽe peut  alor s donner  N r Žsult at s dif f Žr ent s, en
pr oj et ant  le spin sur  lÕune des N dir ect ions Žqui-r Žpar t ies sur  le gr and
cer cle. Voir  cour s 2003-2004 pour  une descr ipt ion  explicit e de la
pr ocŽdur e de mesur e dans le cas N=3, dont  nous discut ons une applicat ion
page suivant e.
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I nt • r et  dÕune mesur e POVM:  r econnaissance
par t ielle de deux Žt at s non- or t hogonaux

Si Alice donne ˆ Bob un qubit dans un de deux Žtats non-orthogonaux l#> et | $>,
dont les vecteurs de Bloch P# et P$ forment un angle % = 120¡, celui- ci ne peut
dŽcider ˆ coup sžr duquel des deux il s Õagit (corollaire du thŽor•me de non-clonage).
Par une mesure projective le long de P#, il peut reconna”tre ˆ coup sžr l ÕŽt at | $> sÕil
trouve le vecteur de Bloch  alignŽ le long de la direction P1 = -  P# (la probabilitŽ de
lÕŽt at | #> devenant alors nulle), mais ne peut conclure s Õil trouve le qubit dans lÕŽt at
| #>. La conclusion est inversŽe ( qubit a coup sžr dans l ÕŽt at | #>), sÕil choisit de
mesurer le long de P$ , dans le cas o• il trouve le qubit avec le vecteur  de Bloch
alignŽ dans la direction P2=- P $ . Toute autre direction de mesure projective ne lui
permet de conclure avec certitude dans aucun cas.
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Cette stratŽgie donne avec certitude la bonne rŽponse
dans 37,5%  des cas (probabilitŽ 1/2 que Bob choisisse
de mesurer le long de l ÕŽt at quÕAlice nÕa pas choisi,
multipliŽe par la probabilitŽ cos 2[(&'%)/2]= 3/4 de
trouver dans ce cas le spin dans l ÕŽt at orthogonal ˆ celui
non-choisi par Alice).

Nous allons voir que Bob peut mieux faire en
rempla•ant la mesure projective par une mesure

POVM ˆ trois ŽlŽments.
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Reconnaissance par t ielle de deux Žt at s
non- or t hogonaux par  mesur e POVM (suit e)

Bob constitue un POVM  avec les trois opŽrateurs:

avec:

Les extrŽmitŽs des vecteurs P1,P2 et P3 forment un triangle ŽquilatŽral. Les
ŽlŽments Ei sont  proportionnels  aux trois projecteurs  sur les  Žtats associŽs aux
vecteurs de Bloch Pi (facteur de normalisation 2/3).

Bob effectue la mesure POVM sur l ÕŽt at donnŽ par Alice. S Õil
trouve le rŽsultat 1, | #> est exclu et Alice lui a certainement
donnŽ | $>. SÕil trouve 2, cÕest l$> qui est exclu et  il sait qu ÕAlice
lui a donnŽ | #>. SÕil trouve 3, Bob ne peut conclure.  La mŽthode
donne avec certitude la bonne rŽponse dans 50% des cas: quel
que soit le choix d ÕAlice, il y a une chance sur  deux pour que
Bob trouve le rŽsultat 3 qui le laisse indŽcis. Cette stratŽgie,
qui introduit explicitement ˆ cotŽ des choix | #> et | $> la
possibilitŽ Ç !Bob ne sait pas !È est ainsi plus performante, pour
cette  opŽration de reconnaissance, que la mesure projective.
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Aut r e exemple de POVM:  couplage dÕun qubit
avec un moment  angulair e

ConsidŽrons le POVM dÕun moment angulaire (J) constituŽ des  2 opŽrateurs:

 
Ej = cos2(

! Jz / h" j#
2

) ; j = 0,1 (2 " 24)

Les Ej  sont des opŽrateurs hermitiques positifs, de somme unitŽ et de spectre:

! (m, j ) = cos2(
m" # j$

2
) ; # J %m%J (2# 25)

Pour rŽaliser ce POVM, couplons J  ˆ un qubit A par le hamiltonien :
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g
2

Jz.! x
(A) (2 " 26)

et faisons interagir  A et J pendant un temps t=  ( / g ˆ partir de l ÕŽt at                  :
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(2 ! 27)
La mesure de ) z

(A) donne le rŽsultat j =0 ou 1 et rŽalise le POVM cherchŽ:
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(2 ! 29)



I nt er pr Žt at ion de la r • gle de pr oj ect ion de
la mesur e POVM:  loi de Bayes sur  les

pr obabilit Žs condit ionnelles
La mesur e de A, apr • s couplage avec J , donne de lÕinf or mat ion sur  J . Si
J >1/ 2, cet t e inf or mat ion ne peut  • t r e que par t ielle et  ne peut  f our nir  une
mesur e compl• t e de J . Elle change cependant  la connaissance que lÕon a du
syst • me et  donc son Žt at , qui expr ime cet t e connaissance. Les pr obabilit Žs
associŽes ˆ  la valeur  m du moment  angulair e deviennent  apr • s la mesur e:

Tr ouver  j =0 (j =1) pr oj et t e J  sur  le sous-espace des valeur s de m pair es
(impair es) r espect ivement . Le POVM est  une mesur e pr oj ect ive de la par it Ž
de m. Ce r Žsult at  peut  se r et r ouver  par  un ar gument  de pur e logique
classique (voir  page suivant e).
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(2%30)

Supposons J  ent ier  et  aj ust ons le t emps de couplage ent r e A et  J  pour
r Žaliser  la condit ion ( =&. On a alor s:   

E0(m) =1; E1(m) = 0 si m pair

E0(m) = 0 ; E1(m) =1si m impair (2 ! 31)



Mesur e POVM et  loi de Bayes (suit e)

Pla• ons nous, comme page pr ŽcŽdent e, dans le cas ( =&. Le POVM est  obt enu
par  une r ot at ion du qubit  A suivie dÕune mesur e de A. LÕangle de cet t e
r ot at ion est  condit ionnŽ par  la valeur  pr opr e m de J z. Tr ouver  j =0 signif ie
que A ne peut  • t r e avant  la mesur e dans lÕŽt at  pur  | 1>. Or  il se t r ouver ait
dans cet  Žt at  si m Žt ait  Žgal ˆ  2k+1. La r ot at ion de A, dÕun angle (2k+1)&,
aur ait  en ef f et  por t Ž A de lÕŽt at  init ial | 0> ver s | 1>. Le r Žsult at  j =0 est
donc incompat ible avec m impair . Pour  les valeur s pair es de m, la mesur e
POVM nÕappor t e aucune inf or mat ion. Lor sque lÕon t r ouve j =0, J  doit  donc
• t r e pr oj et Ž sur  les Žt at s de m pair , sans changement  des pr obabilit Žs
r elat ives ent r e les dif f Žr ent s r Žsult at s pair s possibles. De m• me, le
r Žsult at  j =1 pr oj et t e lÕŽt at  de (J ) sur  les Žt at s m impair s, en annulant  les
pr obabilit Žs de t r ouver  les valeur s pair es de m. CÕest  ce quÕexpr ime dans ce
cas par t iculier  la f or mule (2-30). Ce r aisonnement  logique, mais qualit at if
est  f or malisŽ de f a• on quant it at ive par  le t hŽor • me de Bayes (1763) sur  les
pr obabilit Žs condit ionnelles.

Remarque: lÕargument de logique classique utilisŽ ici  ne tient pas compte des
cohŽrences entre Žtats m et s Õappliquerait tout aussi bien ˆ un Žtat initial dans un
mŽlange statistique.  Dans le cas traitŽ ici (Žtat initial pur), les cohŽrences entre
Žtats de m pair ou impair ne sont pas  affectŽes par la mesure POVM (voir eq. 2.29).



Mesur e POVM et  Loi de Bayes (suit e)

ConsidŽr ons le syst • me J +A dans un Žt at  donnŽ. On appelle p(m) la
pr obabilit Ž de t r ouver  le r Žsult at  m dans une mesur e pr oj ect ive de J z ,  p(j )
la pr obabilit Ž de t r ouver  le r Žsult at  j  dans une mesur e pr oj ect ive de ) z

(A),
et  p(j ,m) la pr obabilit Ž j oint e de t r ouver  le r Žsult at  j  en mesur ant  A et
dÕavoir  le r Žsult at  m en mesur ant  J . On dŽf init  de m• me par  p(j | m) et
p(m| j ) les pr obabilit Žs condit ionnelles r Žcipr oques dÕobt enir  le r Žsult at  j
sur  la mesur e de A ˆ  condit ion que J  soit  dans lÕŽt at  m et  dÕobt enir  le
r Žsult at  m sur  la mesur e de J  ˆ  condit ion que A soit  t r ouvŽ dans lÕŽt at  j .
Par  dŽf init ion de ces pr obabilit Žs, on peut  expr imer  la pr obabilit Ž j oint e de
deux f a• ons Žquivalent es:

On r et r ouve par  cet  ar gument  de logique classique la f or mule ( 2-30 ) en
r emar quant  que                                   .p( j | m) = cos2 m! " j#( ) / 2$% &'

p( j,m) = p( j | m)p(m) = p(m| j )p( j ) (2! 32)

ce qui per met  de r elier  les pr obabilit Žs condit ionnelles inver ses par
le t hŽor • me de Bayes:

p(m| j ) = p(m)
p( j | m)

p( j )
= p(m)

p( j | m)

p( j | m)p(m)
m

!
(2 " 33)



 Philosophical Transactions of t he Royal Society of London
(1763).



Car act • r e non- int uit if  de lÕinf Žr ence
Bayesienne en pr obabilit Žs classiques:

j eu des 3 por t es
Alice doit  deviner  der r i• r e laquelle des t r ois por t es se t r ouve un pr ix.
Apr • s quÕelle a choisi une por t e (par  ex la n¡1), Bob (qui m• ne le j eu)

ouvr e une des deux por t es r est ant es qui ne cache pas le pr ix. Alice a-t -
elle int Žr • t  ˆ  modif ier  son choix init ial?

1 2 3

Pr obabilit Žs que Bob ouvr e les por t es 2 ou 3 apr • s quÕAlice a choisi la por t e 1, condit ionnŽe ˆ  la
posit ion du t r Žsor :

Supposons que Bob ouvr e 3. Pr obabilit Žs que le t r Žsor  soit  cachŽ par  1 ou 2?

Alice double
ses chances de

gagner  en
changeant  son

choix init ial

SÕil y a N por t es et  que Bob ouvr e une por t e apr • s le choix init ial dÕAlice,  on mont r e de m• me que
celle- ci,  en modif iant  son choix init ial,  augment e sa pr obabilit Ž de gagner  par  le f act eur  (N- 1)/ (N- 2).

P(2 | B3)
P(1| B3)

=
P(B3|2)
P(B3|1)

= 2Bayes P(n | B3) = P(n)
P(B3|n)

n

! P(B3|n)P(n)
"

Pr obabilit Žs a pr ior i que les por t es cachent  le t r Žsor : P(1) = P(2) = P(3) =
1
3

(2 ! 34)

P(B 2 |1) = P(B 3|1) =1/ 2 (2 ! 35a)

P(B 2 |2) = 0 ; P(B 3|2) =1 (2 ! 35b)

P(B 2 | 3) =1; P(B 3| 3) = 0 (2 ! 35c)

(2 ! 36)



Aut r e exemple du car act • r e non int uit if  de
la loi de Bayes en pr obabilit Žs classiques:

int Žr • t  dÕun t est  mŽdical de dŽpist age
Deux possibilitŽs: sain (s) ou malade(m) : p(s)+ p(m) =1

Test positif (+) ou negatif (! ) : p(+)+ p(! ) =1

ProbabilitŽ conditionnelle: p(+ | s) faux positif

p(! | m) faux nŽgatif

Supposons le test d Õexcellente qualitŽ, tel que p(+|m)=1 et p(+|s)  = !  <<1.La faible
probabilitŽ de faux positif semble indiquer qu Õune personne testŽe positive est quasi
sžre d Õ• t re malade. Est- ce si sžr?

Quelle est la probabilitŽ  quÕun positif soit sain?

si ! " p(m) # p(s|+) > 0.5 Une personne testŽe positive est probablement saine!
Pour  quÕun t est  soit  valable il f aut  que la pr obabilit Ž de f aux posit if  soit

beaucoup plus f aible que la pr Žvalence de la maladie.

p(s |+) = p(s)
p(+ | s)
p(+)

= p(s)
p(+ | s)

p(+ | s)p(s)+ p(+ |m)p(m)
(2 ! 37) Bayes

Si la prŽvalence de la maladie est faible ( p(s)~1 et p(m)<<1), on a:

p(s |+) !
"

" + p(m)
(2# 38)



DÕune mesur e POVM ˆ  une mesur e pr oj ect ive
Au lieu dÕun qubit  unique A, couplons maint enant  J  ˆ  n qubit s ident iques ai.
On choisit (* ) le Hamilt onien de couplage ent r e J  et  les ai:

LÕensemble des {ai} est  int r iquŽ avec J . A chaque valeur  de m, il cor r espond
un Žt at  cohŽr ent  des {ai}, associŽ ˆ  un super  vect eur  de Bloch alignŽ le long
de la dir ect ion (m+J )( . Lor sque n* ∞, le syst • me {ai} devient  une Ç!f l• che!È
classique et  mesur er  la dir ect ion du vect eur  associŽ r evient  ˆ  une mesur e
de J z (voir  Le• on 1). Pour  mesur er  ( , on peut  f air e la t omogr aphie de
lÕensemble des n qubit s (page suivant e).

(* )En r empla• ant  J z par  J z+J  dans lÕexpr ession du couplage, on t r anslat e la r ot at ion des qubit s
de lÕint er valle [-J ( ,+J ( ]  ˆ  [  0, 2J ( ] ce qui, sans • t r e un changement  essent iel, simplif ie
lÕanalyse de la mesur e.

HJ! ai{ } =
g
2

Jz + J( )." x
i

i

# (2 ! 39)

On pr Žpar e le syst • me J -{ai}dans lÕŽt at  init ial:

 
!

J
" 0,0L 0 = cm m

m

# " 0,0L 0 (2$ 40)

Sous lÕef f et  du couplage pendant  le t emps t =( / g, cet  Žt at  devient :

 
!

J
" 0,0L 0 # cm m

m

$ " cos
m+ J( )%

2
0

i
&i sin

m+ J( )%
2

1
i

'

(
)

*

+
,

i

- (2&41)



Mesur e t omogr aphique de lÕŽt at  des bit s {ai}

La r ŽpŽt it ion un gr and nombr e de f ois de la m• me mesur e POVM bivaluŽe
j =0/ 1 f init  par  dŽt er miner  m et  cor r espond ˆ  une mesur e idŽale de J z.

cm m
m

! " cos
m+ J( )#

2
0

i
$ i sin

m+ J( )#
2

1
i

%

&
'

(

)
*

i

+
n qubits t ous dans le

m• me Žtat et
intriquŽs ˆ (J)

 On choisit              pour  que les 2J +1 angles (m+J )(  couvr ent  lÕint er valle [0,&]
.

! =
"
2J

On mesur e ) z indŽpendamment  sur  les n qubit s. On obt ient  p f ois j =0 et  n-p
f ois j =1. On en dŽduit :

! z

(n)
=

p " (n " p)
n

= 2
p
n

" 1 (2 " 42)

Ë la limit e n* ∞, <) z>(n) *   <) z> = cos2[(m+J )( / 2]-sin2[(m+J )( / 2]  =
2cos2[(m+J )( / 2)] -1, soit :

m+ J =
2
!

limn" # Arccos
p
n

$

%
&

'

(
) (2 * 43)



Appr oche Žquivalent e:  calcul de la
dist r ibut ion f inale des valeur s de m

Un r Žsult at  j =0 mult iplie la dist r ibut ion des valeur s de m par  cos2(m+J )( / 2,
un r Žsult at  j =1 par  sin2(m+J )( / 2. Apr • s p mesur es j =0 et  n-p mesur es j =1,
la dist r ibut ion devient :

avec:

Mont r ons que cet t e dist r ibut ion t end pour  n gr and ver s une f onct ion
Žt r oit e piquŽe sur  une valeur  de m.  Commen• ons par  t r ois cas par t iculier s.

Pic cent r Ž en m=+J  de lar geur

p=n f (m+ J ) = cos2n (m+ J )!
2

" 1#
(m+ J )2! 2

8

$

%
&

'

(
)

2n

" 1#
n(m+ J )2! 2

4
" e#n(m+J )2! 2 /4

p=0 f (m+ J) = sin2n (m+ J)!
2

= cos2n (m+ J)! " #
2

$ e
" n (m+J)! " #%

&
'
(
2 /4

Pic cent r Ž en m=0 de lar geur

! (m) =
cm

2
f (m+ J)

cm

2
f (m+ J)

m

"
(2# 44) f (m+ J) = cos2p (m+ J)!

2
sin2(n" p) (m+ J)!

2
(2 " 45)

p=n/2 f (m+ J) = cosn (m+ J)!
2

sinn (m+ J)!
2

=
1
2n

sinn m+ J( )!"# $%=
1
2n

cosn (m+ J)! &
'
2

"

#(
$

%)
*

1
2n

e
&n (m+J)! &'

2
"

#
(

$

%
)
2

/2

! m=
1

" 2n
=

J 2

# n
Pic cent r Ž en m=-J  de lar geur

Pic cent r Ž en m=+J  de lar geur ! m=
1

" 2n
=

J 2

# n

! m=
2J

" n



Une pr opr iŽt Ž r emar quable des pr oduit s de
puissances de f onct ions sinus et  cosinus
X(u) = cos2 u 1! X(u) = sin2 u

u u =
(m+ J)!

2
=

m+ J
4J

" ; 0 # u #
"
2

f (m+ J) = cos2p (m+ J)!
2

sin2(n" p) (m+ J)!
2

= Xp(u) 1" X(u)[ ]n" p

&/2&/40

Si p < n/ 2, on a p < n-p et  le pr oduit  des
cosinus, cent r Ž en u=0 est  plus lar ge que le
pr oduit  des sinus, cent r Ž en u =&/2: le
pr oduit  Xp(1-X)n-p est  piquŽ en umax  t el que
cos(umax)=(p/ n)1/ 2 < 1/ +2, et  &/4 <umax < &/2

Pr oduit
nor malisŽ

Xp
(1! X)n! p Si p > n/ 2, on a p > n-p et  le pr oduit  des

cosinus, cent r Ž en u=0 est  plus Žt r oit  que le
pr oduit  des sinus, cent r Ž en u =&/2: le pr oduit
Xp(1-X)n-p est  piquŽ en umax  t el que
cos(umax)=(p/ n)1/ 2 > 1/ +2, et  0 <umax < &/4.

&/2

&/2

&/4

&/4

0

0

Pr oduit
nor malisŽ



f (m+ J ) = cos2p (m+ J )!
2

sin2(n" p) (m+ J )!
2

= X
p (u) 1" X(u)[ ]n" p

; X(u) = cos2(u) , u =
(m+ J )!

2

Evaluat ion de la dist r ibut ion f inale des m
La dist r ibut ion f inale des valeur s de m est  dŽt er minŽe par  le pr oduit
f (m+J ), qui, apr • s changement  de not at ion sÕŽcr it :

(2 ! 46)

Le maximum de ce pr oduit  est  at t eint  pour  la valeur  de m qui annule sa
dŽr ivŽe:

d
dm

f (m+ J) =
!
2

dX
du

Xp" 1(1" X)n" p" 1 p " nX[ ] (2 " 47)

soit :

d
dm

f m+ J( ) = 0 ! Xmax = cos2 (mmax + J)"
2

#

$
%

&

'
( =

p
n

) mmax + J =
2
"

Arccos
p
n

*

+
,

-

.
/ (20 48)

ce qui cor r espond au r Žsult at  dŽj ˆ  t r ouvŽ plus haut  (eq. 2-43). Nous allons
Žvaluer  ˆ  pr Žsent  la lar geur  de la dist r ibut ion en m aut our  de mmax en
calculant  la dŽr ivŽe seconde de f (m+J ).



Dist r ibut ion f inale des m (suit e)

d2

dm2
f (m+ J)m=mmax

= ! n
" 2

4
dX
du

#

$
%

&

'
(

2

Xp! 1(1! X)n! p! 1 = ! n" 2Xp(1! X)n! p = ! n" 2 f (mmax + J) (2 ! 49)

De lÕexpr ession de la dŽr ivŽe seconde en m = mmax:

on dŽduit  le dŽveloppement  de Taylor  de la dist r ibut ion de m au voisinage
de son maximum et  son expr ession analyt ique appr ochŽe:

f (m+ J) = f mmax + J( ) +
(m! mmax )2

2
d2

dm2
f m+ J( )m=mmax

= f (mmax + J) 1!
n" 2(m! mmax )2

2

#

$
%

&

'
( ) f (mmax + J) e! n" 2(m! mmax )2 /2

(2 ! 50)
La dist r ibut ion est  quasi-gaussienne avec une lar geur :

et  la mesur e est  r Žsolue si:

Quand l Õinformation est extraite indŽpendamment par les diffŽrents qubits ,  le
nombre de qubits doit • tre de l Õordre du carrŽ de la dimension de l Õespace du
syst•me mesurŽ.  Nous verrons dans les prochaines le•ons qu Õil existe des
stratŽgies plus efficaces, dans lesquelles les observables mesurŽes sur les qubits
successifs sont conditionnŽes aux rŽsultats des mesures antŽrieures.

! m=
1

" n
=

2J

# n
(2$ 51)

! m<1 " n >
4J2

# 2
(2$ 52)



Mesur es Çsans int er act ionÈ?
Peut -on dŽt ect er  la pr Žsence dÕun obj et  absor bant  A dans un f aisceau

lumineux sans quÕil absor be un seul phot on? Voir  r Žf Žr ences ˆ  la f in de la le• on.

A est placŽ soit ˆ l ÕextŽrieur, soit dans un des bras d Õun interfŽrom•tre Mach
Zehnder (MZ). On envoie un photon dans l Õappareil. Les dŽtecteurs sont parfaits.

On r•gle le MZ pour que le photon sorte  avec la
probabilitŽ 1 dans la voie D1 lorsque les deux chemins
sont indiscernables (A ˆ l ÕextŽrieur).

Si on place A dans un des bras, les deux voies deviennent
distinguables. Le photon est bloquŽ  avec une probabilitŽ
de 50%. I l a une probabilitŽ  de 50% de passer par
lÕautre voie,  et la  lame de sortie l Õenvoie alors ˆ
probabilitŽs Žgales vers D 1 ou D2. Un clic de D 2 implique
que A est dans le bras (Bayes). Un clic de D 1 nÕapporte
aucune information.   Le clic de D 2 dŽtecte donc A sans
quÕil y ait eu absorption d Õun seul photon!

D1

D2

A

Le r endement  de la dŽt ect ion sans absor pt ion peut  • t r e r endu
ar bit r air ement  pr oche de lÕunit Ž (page suivant e).

D1

D2

A

A est dŽtectŽ avec une probabilitŽ 50% par absorption
(absence de clics de D 1 et  D2), ˆ 25% sans absorption
(clic D 2). Il y a incertitude dans 25% des cas (clic D 1).



Mesur e Ôsans int er act ionÕ avec MZs en sŽr ie

On r emplace le MZ par  N MZs Ôen sŽr ieÕ (f igur e), f or mŽ de deux mir oir s et  dÕune lame
sŽpar at r ice, qui r Žf lŽchit  avec une pr obabilit Ž                .  En absence dÕobj et  absor bant  A,
lÕonde r Žf lŽchie est  pr ogr essivement  at t ŽnuŽe dans la par t ie inf Žr ieur e de lÕint er f Žr om• t r e
alor s que lÕonde t r ansmise dans la par t ie supŽr ieur e est  amplif iŽe. Apr • s N int er act ions avec la
sŽpar at r ice, t out e lÕonde est  t r ansmise dans la par t ie supŽr ieur e. Si on envoie un phot on unique
ˆ  t r aver s le disposit if , il sor t  avec pr obabilit Ž unit Ž ver s le haut  (voir  page suivant e).

R = cos2 !
2N

"

#
$

%

&
'

qui t end ver s 1 lor sque N* ∞. La pr Žsence de A dans la par t ie supŽr ieur e de lÕappar eil
emp• che la cr oissance de lÕonde de pr obabilit Ž t r ansmise. LÕanalogie de (2-53) avec les
f or mules de lÕef f et  Zenon (eqs. 1-8 et  1-10) est  discut Že plus bas. Une var iant e de lÕexpŽr ience
ut ilise un aut r e t ype dÕint er f Žr om• t r e (Michelson) avec des phot ons polar isŽs (voir  plus loin).

On place une lame absor bant e A dans la par t ie supŽr ieur e. Si le phot on nÕest  pas absor bŽ, il a,
par mi t ous les chemins possibles, nŽcessair ement  suivi celui du bas, avec la pr obabilit Ž:

PN = cos2N !
2N

"

#
$

%

&
' ( 1)

! 2

8N2

*

+
,

-

.
/

2N

=1)
! 2

4N
+O(N2) (2 ) 53)

ProposŽ par Kwiat
et al ,PRL 74, 4763

(1995).



Oscillat ion du champ ent r e les deux modes
de lÕint er f Žr om• t r e avec ÔMZs en sŽr ieÕ

E+
(1)

E!
(1) E!

(2)

E+
(2) E+

( p)

E!
( p)

E!
(0) =1

E+
(0) = 0

LÕamplit ude du champ oscille ent r e les deux modes.
Apr • s N int er act ions avec la sŽpar at r ice,  le champ est  ent i• r ement

t r ansmis (E-
(N)=0).

Tr ansf er t  ˆ  chaque t r aver sŽe de la lame
sŽpar at r ice (amplit udes):
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Mat r ice de t r ansf er t  unit air e: U = i cos
!
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"

#
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#
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%

&
' ( x (2 ) 55)

Valeurs et vecteurs propres de U:
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( (2 ) 56)

DÕo•, l ÕŽvolution du champ initial (E +
(0)=0, E-

(0)=1) apr•s p itŽrations:
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Aut r e exemple de mesur e Ôsans int er act ionÕ

RP

H ou V?

SP

MMH

M1

M2

(a)

(a) Un int er f Žr om• t r e Michelson M est  f or mŽ de deux mir oir s M1 et  M2 et  dÕune sŽpar at r ice
polar isant e SP qui t r ansmet  (r esp.r Žf lŽchit ) les phot ons polar isŽs hor izont alement  H (r esp.
ver t icalement  V). Un mir oir  mobile MM laisse ent r er  un phot on polar isŽ H, lÕempr isonnant  dans
M pour  N cycles. Une lame r ot at r ice RP f ait  t our ner  la polar isat ion de &/2N par  cycle.

(b)

(b) Si M est  vide, la composant e V du phot on est  ˆ  chaque cycle r Žf lŽchie ver s M2, la
composant e H t r ansmise ver s M1. Apr • s r et our  sur  SP,  V et  H se r ecombinent  en phase, le
phot on se pr opage ver s MM et  r et r aver se 2 f ois RP. A chaque cycle la polar isat ion t our ne de
&/2N et  apr • s N cycles le phot on est  polar isŽ V.

?

(d)

(d) Apr • s N cycles, MM est  r et ir Ž et  le phot on sÕŽchappe, polar isŽ H si A est  absent , V si A
est  pr Žsent . A, qui nÕa pr esque pas absor bŽ, est  dŽt ect Ž avec quasi cer t it ude. Analogie de
cet t e ver sion de lÕexpŽr ience avec lÕef f et  Zenon de polar isat ion (1• r e le• on). Cet t e expŽr ience
est  dŽcr it e par  Kwiat  et  al (Scient if ic Amer ican) et  Kwiat  (Physica Scr ipt a) (voir  r ef s ˆ  la f in).

(c)

(c) Si le br as hor izont al cont ient  un obj et  absor bant  A et  si le phot on nÕest  pas absor bŽ, le
champ suit  nŽcessair ement  le chemin qui cor r espond ˆ  chaque cycle ˆ une t r ansmission de SP
ver s M1. La pr obabilit Ž de ce chemin est  cos2N(&/2N)~1-&2/4N et  t end ver s 1 lor sque N* ∞.

A



I nt er act ion ou non? Absor pt ion ou pas?
LÕexpr ession Çsans int er act ionÈ est  abusive. A int er agit  dans t out es les ver sions de
lÕexpŽr ience avec le mode du champ. M• me si la pr obabilit Ž dÕabsor pt ion du phot on est  pet it e,
lÕŽt at  du champ est  modif iŽ par  le couplage ˆ  A. Le car act • r e Žt onnant  de cet t e expŽr ience
pr ovient  des pr opr iŽt Žs int r ins• quement  quant iques de lÕint er f Žr ence ˆ  une par t icule.
Pour  appr of ondir  lÕanalogie avec lÕef f et  Zenon, considŽr ons un paquet  dÕonde ˆ  un phot on se
pr opageant  dans lÕint er f Žr om• t r e ÔMZ en sŽr ieÕ (voir  2 pages plus haut ). En lÕabsence de A,
lÕŽt at  du paquet  apr • s p collisions avec la sŽpar at r ice sÕŽcr it  sous la f or me dŽduit e de la
r elat ion classique (2-57):

o•  sont  indiquŽs dans chaque ket  le nombr e (0 ou 1) de phot ons dans les par t ies inf Žr ieur e et
supŽr ieur e de lÕint er f Žr om• t r e. Le champ oscille ent r e les Žt at s | 1,0> (phot on  Çen basÈ) et
| 0,1> (phot on Çen haut È), r appelant  lÕoscillat ion de Rabi (eq. (1-7)). LÕobj et  A insŽr Ž dans la
par t ie supŽr ieur e du MZ, j oue le r ™le dÕun dŽt ect eur , que lÕon peut  modŽliser  en lui at t r ibuant
deux Žt at s | Ag> (f ondament al) et  | Ae> (excit Ž). Apr • s la 1• r e collision avec la sŽpar at r ice, le
couplage avec A r Žalise la t r ansf or mat ion t r • s r apide:

La composant e | 0,0> (vide) nÕŽvolue plus dans les collisions ult Žr ieur es et  ne cont r ibue pas au
signal. LÕaut r e composant e, | 1,0>,  est  lÕŽt at  init ial, obt enu avec la pr obabilit Ž cos2(&/ 2N).
Chacune des collisions et  couplage ˆ  A qui suivent  r e-pr Žpar ent  avec la m• me pr obabilit Ž le
champ dans lÕŽt at  init ial, le f igeant  dans cet  Žt at  avec la pr obabilit Ž f inale cos2N(&/ 2N), comme
dans lÕef f et  Zenon. Cet t e analyse mont r e que lÕabsor pt ion, m• me si elle a une pr obabilit Ž
f aible, est  essent ielle. CÕest  par ce que A f ait  dispar a”t r e t r • s ef f icacement  t out  phot on
appar aissant  dans le Çhaut È du MZ que le champ est  const amment  r epr oj et Ž dans lÕŽt at  init ial.

! i sin " / 2N( ) 0,1 + cos " / 2N( ) 1,0#$ %&' Ag ( ! i sin(" / 2N) 0,0 ' Ae + cos(" / 2N) 1,0 ' Ag (2 ! 59)

! p = " i sin
p#
2N

$

%
&

'

(
) 0,1 + cos

p#
2N

$

%
&

'

(
) 1,0 (2 " 58)

Comme on nÕobser ve pas A, lÕŽt at  f inal du champ est  dŽcr it  par  lÕopŽr at eur  densit Ž t r acŽ sur  A:
! = sin2 " / 2N( ) 0,0 0,0 + cos2(" / 2N) 1,0 1,0 (2# 60)



Conclusion de la deuxi• me le• on
Nous avons passŽ en r evue dif f Žr ent s t ypes de mesur es gŽnŽr alisŽes en physique quant ique et
int r oduit  la not ion de POVM, qui cor r espond ˆ  une mesur e pr oj ect ive r ŽalisŽe sur  un syst • me
auxiliair e couplŽ au syst • me Žt udiŽ. Nous avons vu comment  lÕacquisit ion dÕinf or mat ion par
POVM sÕappar ent ait  ˆ  un pr ocessus de Bayes classique.  Nous avons  Žgalement  int r oduit  un
mod• le int Žr essant  de mesur e dans lequel le syst • me (r epr Žsent Ž par  un moment  angulair e)
est  couplŽ ˆ  un ou plusieur s qubit s indŽpendant s, chaque couplage cor r espondant  ˆ  un POVM
per met t ant  dÕ ext r air e une inf or mat ion par t ielle sur  le syst • me. Nous avons vu comment
lÕaccumulat ion de ces mesur es POVM conduisait  ˆ  une mesur e pr oj ect ive du syst • me. Ce
mod• le nous ser vir a dans la suit e du cour s lor sque nous Žt udier ons la dŽt ect ion non
dest r uct ive de phot ons par  un ensemble dÕat omes ˆ  deux niveaux.

LÕanalyse des mesur es int er f Žr omŽt r iques dit es Çsans int er act ionsÈ a aussi Žt Ž inst r uct ive.
Elle nous a mont r Ž la puissance - et  le car act • r e non int uit if - des mŽt hodes
int er f Žr omŽt r iques comme moyen dÕacquisit ion dÕinf or mat ion et  de mesur e. Nous avons vu aussi
que malgr Ž leur  nom, ces mŽt hodes r eposent  sur  un couplage absor pt if  ent r e le syst • me
mesur Ž et  lÕappar eil de mesur e. Nous ver r ons une sit uat ion analogue en Cavit y QED, o•  un
at ome placŽ dans un cavit Ž peut , avec une pr obabilit Ž dÕabsor pt ion ar bit r air ement  f aible,
cont r ™ler  la t r ansmission dÕun champ cont enant  un gr and nombr e de phot ons. Dans les
expŽr iences dŽcr it es plus haut , le phot on f ait  par t ie de lÕappar eil de dŽt ect ion. Nous allons
voir  dans la suit e une sit uat ion opposŽe o•  le phot on est  lÕobj et  mesur Ž et  o•  le pr ocessus de
mesur e ne r epose pas sur  un pr ocessus absor pt if  r Žsonnant .

Quelques r Žf Žr ences sur  les mesur es dit es Ç! sans int er act ion! È:
Elit zur  et  Vaidman, Foundat ions of  Physics, 23, 987 (1993)
ÇQuant um seeing in t he dar kÈ, Kwiat , Weinf ur t er  et  Zeilinger , Scient if ic Amer ican, Nov 1996.
Kwiat , Weif ur t er , Her zog, Zeilinger  and Kasevich, Phys.Rev.Let t . 74, 4763 (1995).
Kwiat , Physica Scr ipt a, T76, 115 (1998)


