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Nous t erminons aujourd Õhui la sŽrie de le•ons sur le clonage quantique en
commen•ant (&V-A) par dŽcrire  l’expérience de clonage par conversion
paramétrique de qubits codŽs dans la polarisation de photons dont le principe a ŽtŽ
donnŽ ˆ la fin de la le•on 4.  Cette expŽrience et d Õautres du m • me genre ont permis
de mettre en Žvidence l Õeffet d Õamplification d Õun mode du champ par Žmission
stimulŽe et d Õobtenir une fidŽlitŽ de clonage en bon accord avec la thŽorie, mais elle
est tr•s dŽlicate  car elle demande  beaucoup de soin dans lÕalignement optique et
lÕaccord temporel des modes. Elle repose surtout sur un processus de post-sŽlection
qui ne retient qu Õune toute petite fraction des ŽvŽnements.

Nous abordons ensuite (&V-B) l Õanalyse du clonage comme « méthode d’ attaque » en
cryptographie. Nous montrons comment les performances du clonage imposent une
limite au taux de bruit acceptable sur un canal de communication quantique pour
lÕŽchange dÕune clŽ cryptographique que l Õon veut ˆ l Õabri de tout espionnage.

Nous revenons enfin au &V-C sur le lien entre clonage et communication super-
luminale en montrant que la limite de fidŽlitŽ du clonage optimal est prŽcisŽment
celle au-delˆ de laquelle la communication instantanŽe d Õinformation basŽe sur
lÕintrication quantique deviendrait possible.



V- A

ExpŽr ience d e clon age d e phot on
par  ampli f icat ion opt ique

A.Lamas-Linares, C.Simon, J .C.Howell et  D.Bouwmeest er ,
Science, 296, 712 (2002).



 ExpŽrie nce de clonage par amplific atio n
Le processus de clonage utilisŽ dans l Õ expŽrience de clonage de Lamas Linares et al
est la conversion  paramŽtrique dans un cristal non linŽaire Ç !PDC!È.
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pompe 2!

attŽnuateur

Analyse de lÕŽt at
clonŽ

I

LÕannihilation d Õun photon pompe (ap) sÕaccompagne de la crŽation d Õune paire de
photons Çsignal (S)È et Çidler (I)È  de frŽquence moitiŽ et polarisŽs soit H soit V.
Une paire de photons intriquŽs est crŽŽe. Un signal faible, contenant au plus un
photon par pulse est envoyŽ  ˆ travers le cristal PDC dans le mode S pour •tre
amplifiŽ et produire un second photon clonŽ. La pompe est obtenue par doublage de
frŽquence d Õun laser primaire, dont une partie est dŽrivŽe pour gŽnŽrer le photon ˆ
cloner injectŽ dans le PDC. L’alignement et l’accord des modes sont critiques.

DI

PDC

DS,1
DS,2

LSP ou LSI + polariseur

La conversion paramŽtrique en impulsion temporelle crŽe des paires de photon
suivant  un mŽcanisme dŽcrit par le hamiltonien :

H = ! ap aVS
† aHI

† " aHS
† aVI

†( ) + Hc (5 " 1)

LSP: lame séparatrice polarisante
LSI: lame séparatrice isotrope



ExpŽrie nce de clonage par amplific atio n (suite)

Le Hamiltonien H est invariant par rotation globale des polarisations H et  V. Dans
une rotation d Õangle " ,  ces polarisations deviennent H Õ et V Õ et les opŽrateurs de
crŽation et d Õannihilation de photons suivant les deux choix d Õaxes (H,V) et (H Õ,VÕ)
sont reliŽs par les relations:

aV
  = cos! aV '

  +sin! aH '
  ; aH

  = " sin! aV '
  + cos! aH '

  (5 " 2)

ce qui entra ”ne:
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  (5 ! 3)

Le processus dÕamplification est donc invariant par rotation des axes de
polarisation. Il suffit de l Õanalyser pour  un choix de polarisation (H,V).  Appelons V la
polarisation du photon ˆ cloner. LÕŽvolution du champ sous lÕeffet du hamiltonien H
sÕŽcrit  au 1er  ordre en #:
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Une paire de photons identiques au photon initial  est alors obtenue avec la
probabilitŽ 2/3 et une paire de photons corrŽlŽs avec des polarisations
orthogonales est produite avec la probabilitŽ 1/3. Cette statistique indique que la
probabilitŽ de trouver un des deux photons du faisceau S dans le Ç !mauvais!È Žtat H
est (1/3)(1/2) = 1/6 . La fidŽlitŽ du clonage est donc F=1-(1/6)= 5/6 .

Nous avons dŽcrit une situation idŽale: un photon Ç !signal!È arrive dans le PDC en
co•ncidence avec la paire EPR qui y est gŽnŽrŽe. En fait, pour Žviter la prŽsence de
plusieurs photons dans le champ ˆ cloner, celui-ci est prŽparŽ dans un Žtat cohŽrent
de faible amplitude, avec une probabilitŽ de photon par impulsion $ 5%, ce qui rend
nŽgligeable la prŽsence simultanŽe de deux photons. De plus, la probabilitŽ de
gŽnŽration des paires EPR est Žgalement faible (~ 0,1 % par pulse) et l ÕefficacitŽ
des dŽtecteurs est ~ 10%. LÕexpŽrience a un taux de rŽpŽtition de 8.10 7s-1. On
sÕattend donc ˆ 3 ˆ 4 triples dŽtections de photons dans D I , DS1 et D S2 par seconde
et il faut quelques minutes pour accumuler une statistique significative.

SŽlectionnons (en dŽtectant un clic  de DI ) les ŽvŽnements ˆ  deux photons dans le
mode S. LÕŽt at de ce mode est dŽcrit thŽoriquement par:

ExpŽrie nce de clonage par amplific atio n (suite)
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Pour  mesur er  P(1,1):
lame sŽpar at r ice

polar isant e et  t aux de
co•ncidence

PDC

DS,1(H) DS,2(V)
LSP

Pour  mesur er
P(2,0):

Polar iseur  V,
lame sŽpar at r ice
isot r ope et  t aux
de co•ncidence

DS,2

PDC

DS,1

LSI
Polariseur V

Mise en Žvidence de lÕeffe t de stim ulatio n
Lames-Linares et al  ont sŽlectionnŽ les  signaux ˆ  3 clics et les ont enregistrŽs  en
fonction du retard %t  du photon ˆ cloner par rapport ˆ l Õinstant de pompage du PDC.
Pour %t =0, lÕindiscernabilitŽ des photons  conduit au terme d Õamplification en  &2.
Pour %t  grand devant la durŽe des impulsions, le photon ˆ cloner est dans un mode
temporel S Õ discernable de S, spectateur d Õune paire de photons intriquŽs Žmis
spontanŽment par  le PDC. Les Žtats finals du champ sont respectivement:
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On voit que la probabilitŽ P(1,1) d Õavoir dans S+SÕ un photon V et un photon H (2 nd

terme de ces expressions)  doit • tre  insensible ˆ %t , alors que la probabilitŽ P(2,0)
dÕavoir 2 photons V  doit • tre  maximum pour %t =0. Les probabilitŽs P(1,1) et P(2,0)
sont  mesurŽes ˆ l Õaide des deux dispositifs  schŽmatisŽs sur les figures ci-dessous.



Mise en Žvidence de lÕeffe t de stim ulatio n
(suite )

Les triples co •ncidences
mesurŽes avec le dispositif ci-
contre correspondent aux
ŽvŽnements o• le photon V ˆ
cloner est Ç !f aussement!È copiŽ
sur un photon H. Comme attendu,
le taux de co•ncidence,
proportionnel ˆ P(1,1) ne varie
pas avec %t

PDC

DS,1(H) DS,2(V)
LSP

DI

DS,2

PDC

DS,1

LSI
Polariseur V

Avec le dispositif ci-contre,   DS1
et D S2  ne peuvent Ç!cliquer !È
ensemble que quand le champ est
dans la composante o• le photon
ˆ cloner et sa copie ont la m • me
polarisation V et le taux de
co•ncidence est alors
proportionnel ˆ P(2,0). Comme
prŽvu, ce taux varie avec %t ,
avec un maximum pour %t =0
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Mesure  de la fidŽ litŽ  du clonage par
amplific atio n optiq ue

La constance de P(1,1) quand %t  varie montre que le pic observŽ
sur P(2,0) est bien du ˆ l Õeffet de stimulation  liŽ ˆ
lÕindiscernabilitŽ des photons. Le rapport R =maximum/fond de
P(2,0) est directement liŽ ˆ la fidŽlitŽ de clonage. Il est clair
que la ligne de base de P(2,0) correspond au signal plat de P(1,1).
R mesure donc le rapport P(2,0)/P(1,1) pour %t =0. On en dŽduit
les probabilitŽs absolues que les deux photons aient la m•me
polarisation ou des polarisations orthogonales:

P(V,V) =
p(2,0)

p(2,0)+ p(1,1)
=

R
R+1

; P(V,H ) =
p(1,1)

p(2,0)+ p(1,1)
=

1
R+1

(5! 6)

et la fidŽlitŽ: F =1! P(V,V)+
1

2
P(V,H ) =

R
R+1

+
1

2(R+1)
=
2R+1
2R+2

(5 " 7)

LÕexpŽrience donne R = 1.50±0.05 et F=0.805±0.010, ˆ  comparer aux valeurs
thŽoriques  R=2 et F=(5/6)= 0.833. DÕautres expŽriences de clonage optique avec
des rŽsultats similaires ont ŽtŽ faites par  DeMartini et al ( Opt .Com, 179, 581
(2000); Phys.Rev.Lett . 92, 067901 (2004), Nature, 419, 815 (2002)). La prŽparation
dÕanticlones a ŽtŽ dŽcrite dans certains de ces articles. Voir le sŽminaire suivant de
F.Sciarrino pour la description d ÕexpŽriences rŽcentes du groupe de Rome.
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V-B.

Clonage et Cry pto gra phie
Quantique



Rappels sur la cry pto gra phie quantiq ue BB84
Il s Õagit d ÕŽt ablir  le partage d Õune clŽ alŽatoire de bits 0/1 entre Alice et Bob, en
Žvitant qu Õelle ne tombe, sans quÕils le sachent, entre les mains d Õun espion (Eve). Le
protocole de Brassard et Bennett de 1984 (BB84) est le suivant:

! Alice envoie ˆ Bob des qubits prŽparŽs alŽatoirement dans deux bases associŽes ˆ
des matrices de Pauli diffŽrentes, par exemple ' x et ' y.

! Bob mesure les qubits en choisissant alŽatoirement sa base. Une fois sur deux, les
bases dÕAlice et Bob co•ncident et leurs rŽsultats doivent alors •tre identiques.

! Alice et Bob annoncent publiquement leur choix de base (sans les rŽsultats) et
extraient de leurs suites de bits le sous-ensemble associŽ au m•me choix.

! Si Eve intercepte un des qubits , le mesure et l Õenvoie ensuite ˆ Bob, elle a une
chance sur deux de choisir la mauvaise base, et Bob a alors une chance sur deux
dÕobtenir un rŽsultat diffŽrent d ÕAlice. Alice et Bob comparent donc leurs rŽsultats
sur un sous-ensemble de la clŽ. SÕils diff•rent, il y a risque d Õespionnage.

! En fait, il y a en pratique des erreurs dues au bruit. Comme il est impossible de
distinguer le bruit statistique de la perturbation quantique induite par Eve, Alice et
Bob font l Õhypoth•se pessimiste que toute perturbation vient d ÕEve. Si le taux
dÕerreur est infŽrieur ˆ un certain seuil, il existe une procŽdure classique de
traitement de la clŽ en deux Žtapes (code de correction d Õerreur par Žchange
dÕinformation et amplification de confidentialitŽ) qui conduit ˆ la distillation d Õune
clŽ plus courte sur laquelle Eve ne peut avoir aucune information.



Clonage et stra tŽ gies dÕespionnage de la clŽ

La sŽcuritŽ de BB84 repose sur l ÕimpossibilitŽ du clonage parfait. Si Eve disposait
dÕune machine ˆ cloner parfaite, il lui suffirait de cloner les qubits quÕelle
intercepte, d Õ envoyer une copie ˆ Bob et de garder l Õautre jusqu Õ̂ ce quÕAlice et Bob
annoncent leurs bases de mesure.  Dans lÕimpossibilitŽ de le faire, Eve peut dŽcider
de cloner les qubits de fa•on approchŽe optimale.  I l est donc essentiel pour Alice et
Bob de savoir ce que Eve peut faire de mieux comme clonage et les consŽquences
que  cela a sur les corrŽlations qu Õils mesurent pour vŽrifier la sŽcuritŽ de leur clŽ.

Comme la clŽ repose sur les mesures de qubits suivant deux  axes orthogonaux du
plan Žquatorial de la sph•re de Bloch,  Eve nÕa pas besoin dÕune machine ˆ cloner
universelle. Il suffit qu Õelle clone au mieux, avec la m• me fidŽlitŽ les Žtats de la
forme |0> + ei( | 1> pour ( =0, )/2 , )  et  3)/2. En fait nous allons monter qu Õon peut
rŽaliser un clonage Ç!covariant de phase !È qui clone, en r ŽtrŽcissant par le m • me
facteur *  leur vecteur de Bloch, tous les Žtats dans le plan Žquatorial de la sph•re
de Bloch (et pas seulement ceux correspondant ˆ quatre directions). Ce clonage
covariant de phase, n ÕŽt ant pas universel (il ne cherche pas ˆ bien reproduire les
Žtats suivant 0z),  a pour les Žtats  (|0>+ ei(  | 1>)/&2 une f idŽlitŽ  supŽrieure ˆ 5/6 .

  



Clonage covaria nt de phase
Pour cloner symŽtriquement l ÕŽt at | +>= (|0> + ei( |1>)/&2 dÕun qubit a sur un qubit b,
envisageons une opŽration unitaire sur (a,b) et sur un qubit auxiliaire  m rŽalisant les
transformations (les  chiffres correspondent  de gauche ˆ droite ˆ a,b et m):

On montre par contre que la fidŽlitŽ de ce clonage pour |0> et |1> est (3/4)   < (5/6).

0,0,0 ! 0,0,0 ; 1,0,0 !
1

2
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2
1,0 + 0,1"# $%1 ; 1,1,1 ! 1,1,1 (5&8)

LÕexpression identique des Žtats clonŽs sur a et b obtenus par trace partielle est:
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Les vecteurs de Bloch du plan Žquatorial  sont rŽduits dans le rapport * =1/&2 . Ce
clonage a, pour les Žtats concernŽs,  une fidŽlitŽ supŽrieure au clonage universel:
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Si a est initialement dans |+>  et {b,m} dans | , +>bm =(1/ &2)(|00>+|11>)bm, on a par
superposition linŽaire:
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SŽcuritŽ  de la cry pto gra phie quantiq ue

A

B

M

Supposons quÕEve intercepte les qubits envoyŽs par Alice et les clone de fa•on
covariante de phase, gardant une copie et  envoyant lÕautre ˆ Bob. Les qubits gardŽs
par Eve et re•us par Bob sont dŽcrits, dans la base de mesure d ÕAlice, par l Õun des
deux opŽrateurs densitŽ suivants, selon le rŽsultat de la mesure d ÕAlice ( -A=0 ou 1):
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Quel que soit le rŽsultat d ÕAlice, Eve et Bob, s Õils choisissent la m • me base de
mesure quÕAlice, ont donc une probabilitŽ d Õerreur de mesure (1.*)/2= 0,147.

1

2
I ±! i[ ] (i = x,y)

1
2

I ±
1

2
! i

"

#
$

%

&
' (i = x,y)

1
2

I ±
1

2
! i

"

#$
%

&'
(i = x,y)



Dans lÕanalyse prŽcŽdente, Bob et Alice font l Õhypoth•se qu ÕEve a fait des mesures
individuelles sur les qubits clonŽs apr•s que Alice a rŽvŽlŽ son choix de base, mais
avant tout Žchange classique (et donc possiblement interceptŽ) entre Alice et Bob
pour corriger les erreurs. Il existe des scenarii plus subtils dÕattaques collectives
dans lesquels Eve conserve les qubits clonŽs et effectue sur eux des mesures
dÕensemble apr•s les procŽdures d ÕAlice et Bob, tenant Žventuellement compte des
communications classiques quÕils ont ŽchangŽes. On montre qu Õalors, le taux
dÕerreurs acceptables pour pouvoir obtenir une clŽ sure doit satisfaire r  < 0,11.

SŽcuritŽ  de la cry pto gra phie quantiq ue (f in)
Le taux d Õerreur r constatŽ par Alice et Bob  apr•s  avoir sŽlectionnŽ les mesures
associŽes au m•me choix de base  provient d Õune combinaison des effets du bruit
technique et d Õun possible espionnage. Si r est supŽrieur ˆ 25%, il  est possible
quÕEve ait interceptŽ de fa•on triviale les qubits avant de les renvoyer ˆ Bob apr•s
mesure. Alice et Bob se doutent alors que leur canal quantique n Õest pas sžr et
dŽcident de ne pas l Õutiliser. Si 0,25 > r > 0,147, il est  possible quÕEve ait utilisŽ une
machine de clonage covariant de phase. Elle poss•derait alors autant d Õinformation
sur la clŽ que Bob et lˆ encore, Alice et Bob ne peuvent communiquer de fa•on sžre.
Enfin, si  r < 0,147 Alice et Bob peuvent •tre assurŽs qu Õaucun espion nÕa pu cloner et
mesurer successivement tous les qubits ŽchangŽs. En consŽquence Alice et Bob
poss•dent davantage d Õinformation que Eve. La thŽorie de l Õinformation classique
fournit alors des algorithmes de corrections d Õerreurs et d Õamplification de
confidentialitŽ qui permettent, en deux Žtapes, de ÇdistillerÈ une clŽ plus courte
que la clŽ initiale, sur laquelle Eve ne peut pratiquement avoir aucune information.



 V-C .
Clonage et superluminalitŽ

Cette partie dŽveloppe le raisonnement et les calculs de
N.Gisin, Phys.Lett .A 242, 1 (1998)



Clonage approchŽ et causalitŽ

Nous avons vu ˆ la le•on 3 que le clonage parfait  1/ 2 permettrait la communication
superluminale, qui est en contradiction avec le principe de causalitŽ relativiste. Nous
allons montrer maintenant que la limite F=5/6  de la fidŽlitŽ de clonage universel 1 /
2 est prŽcisŽment celle au-delˆ de laquelle la communication superluminale
deviendrait possible. Ainsi, le respect de la causalitŽ qui impose que la vitesse
maximale de propagation des signaux est celle de la lumi•re est compatible avec la
thŽorie quantique non-relativiste , un rŽsultat qui n ÕŽt ait pas Žvident a priori.

En reprenant le raisonnement dŽveloppŽ au dŽbut de la le•on 3, Nous allons
supposer que Alice et Bob cherchent ˆ  communiquer en effectuant des mesures sur
une paire de particules intriquŽes. L Õinformation est contenue dans  le choix de base
effectuŽ par Alice. Nous avons vu que l ÕopŽrateur densitŽ de la particule de Bob ne
dŽpend pas de ce choix, ce qui emp• che toute communication superluminale directe.
Nous avons Žgalement montrŽ que par clonage parfait, Bob aurait la possibilitŽ de
produire une paire de clones dans des Žtats diffŽrents suivant le choix d ÕAlice.
Nous allons maintenant voir ce que devient cette possibilitŽ dans le cas d Õun clonage
universel symŽtrique tel que nous l Õavons dŽcrit ˆ la le•on 3.



La machine ˆ cloner de Bob, agissant sur un qubit b dans un Žtat pur de vecteur de
Bloch P, produit deux qubits b et  c dont les opŽrateurs densitŽ partiels ont des
vecteurs de  Bloch rŽduits dans le rapport * :

Clonage et causalitŽ  (suite )
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Nous savons que la valeur * =1  est incompatible avec la causalitŽ. Nous allons
dŽterminer la valeur maximale de *  qui nÕest pas en contradiction avec ce principe.
LÕopŽrateur densitŽ 0bc des deux qubits clonŽs se dŽveloppe sur les produits de
matrice de  Pauli et de matrice unitŽ sous la forme gŽnŽrale (o• les t j k sont des
coordonnŽes tensorielles rŽelles):
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Pour prŽciser la forme de 0bc, nous allons tenir compte du caract•re universel  du
clonage, qui op•re de la m • me fa•on sur tous les Žtats, quelle que soit la direction
de leur vecteur de Bloch. En appelant R une opŽration de rotation arbitraire sur
lÕŽt at des qubits (ou sur leurs vecteurs de Bloch), l ÕuniversalitŽ entra”ne la propriŽtŽ
de covariance qui exprime que tourner le qubit avant de le cloner ou le cloner puis
tourner les deux clones doivent revenir au m•me:

! bc R P"( )#$ %&= RbRc! bc(P" )Rb
  Rc

  (5 ' 15)



Analysons les consŽquences de cette covariance sur l Õexpression gŽnŽrale de l ÕŽt at
des clones b et  c pour un qubit dont le vecteur de Bloch est alignŽ le long de Oz:

Clonage et causalitŽ  (suite )
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LÕinvariance de 0bc(ez) dans la rotation de ) /2  autour de Oz (qui change x en y et y
en -x) entra ”ne:

t
xx

= t
yy

; t
xy

= ! t
yx

(5 ! 17)

et l Õinvariance dans la rotation de )  autour du m • me axe (qui change x en -x et y en
-y) conduit ˆ:

t
xz
= t

yz
= t

zx
= t

zy
= 0 (5 ! 18)



DÕo• l Õexpression simplifiŽe:

La comparaison des expressions (5-21) et (5-22) nous permet de  contraindre encore
plus le tenseur t ij .

     Clonage et causalitŽ  (suite )

 

! bc (
r
ez ) =

1
4

[ Ibc +" (# za $ Ib +# zb $ Ia )

+ txx (# xa# xb +# ya# yb )+ tzz# za# zb

+ txy (# xa# yb %# ya# xb )] (5%19)

et par rotation Rx() ) qui change z en -z et y en -y:

 

!bc("
r
ez) =

1
4

[ Ibc "#($ za % I b +$ zb % I a )

+ txx($ xa$ xb +$ ya$ yb)+ tzz$ za$ zb

" txy($ xa$ yb "$ ya$ xb)] (5" 20)

soit par addition:

 

1
2
!bc (

r
ez )+!bc ("

r
ez )[ ] =

1
4
Ibc + txx (# xa# xb +# ya# yb )+ tzz# za# zb
$% &' (5" 21)

et enfin par rotation Ry() /2) qui change z en x:

 

1
2
!bc (

r
ex )+!bc ("

r
ex )[ ] =

1
4
Ibc + txx (# za# zb +# ya# yb )+ tzz# xa# xb
$% &' (5" 22)



Les deux expressions (5-21) et (5-22) sont les opŽrateurs densitŽ obtenus par Bob
lorsque Alice effectue  une mesure soit suivant Oz soit suivant Ox de son qubit . Pour
quÕil nÕy ait pas superluminalitŽ , il faut que ces deux expressions soient identiques,
ce qui impose:

Il nous reste ˆ voir ˆ quelles conditions cette matrice  est positive.

Clonage et causalitŽ  (suite )

t
xx
= t

yy
= t

zz
= t (5 ! 23)

dÕo• l Õexpression imposŽe pour 0bc(ez):

 

!BC(
r
ez) =

1
4

[ I BC +"(# zA $ I B +# zB $ I A)

+ t(# xA# xB +# yA# yB +# zA# zB)

+ txy(# xA# yB %# yA# xB)]

=
1
4

1+ 2"+t 0 0 0

0 1% t 2t + 2itxy 0

0 2t % 2itxy 1% t 0

0 0 0 1% 2"+t

&

'

(
(
(
(

)

*

+
+
+
+

(5% 24)



Clonage et  causalitŽ  (suite )
LÕŽquation aux valeurs propres:

! 1 =
1
4

1+ 2" + t( ) ; ! 2 =
1
4

1# 2" + t( ) ; ! 3 =
1
4

1# t + 2 t2 + txy
2( ) ; ! 4 =

1
4

1# t # 2 t2 + txy
2( )

admet  les racines:

qui dŽpendent des  3 param•tres t, t xy et * . Pour discuter le signe de ces racines,
associons ˆ ces param•tres le point les ayant comme coordonnŽes dans un rep•re
orthonormŽ (voir fig) et dŽterminons la rŽgion du demi-espace * 1 0  pour laquelle
les quatre 2i sont  positifs. On a  21, 22 1 0 pour les points ˆ l ÕintŽrieur du di•dre
formŽ par le plan *=0  et le plan parall•le ˆ l Õaxe Ot xy dÕŽquation 2* =1+t (zone en
bleu sur la figure). On a 23,24 10 pour les points ˆ l ÕintŽrieur d Õun cylindre d Õaxe
parall•le ˆ O *  sÕappuyant sur l Õellipse du plan Ot ,t xy dÕŽquation:  

2! =1+ t

2! = "1" t

(1! t)2 ! 4 t
2 + t

xy

2( ) = 0

!

t

txy

On voit sur la figure que la valeur la plus
grande de *  compatible avec ces contraintes
correspond au point sur la gŽnŽratrice du
cylindre de plus grande valeur de t (t=1/3). La
valeur maximale de *  est donc (1+1/3)/2= 2/3,
ce qui correspond ˆ la fidŽlitŽ de clonage
F=(1+* )/2=5/6.

(1+2! + t " #)(1" 2! + t " #) (1" t " #)2 " 4 t
2 + t

xy

2( )$% &' = 0 (5 " 25)

(5! 26)

(1! t)2 ! 4 t 2 + txy
2( ) = 0 (5 ! 27)



Nous avons montrŽ, en suivant l Õanalyse de Nicolas Gisin que le clonage universel
symŽtrique  de qubits 1 / 2 ne peut avoir une fidŽlitŽ supŽrieure ˆ 5/6 si on impose
au syst•me la condition de non-communication superluminale . En dÕautres termes, la
fidŽlitŽ optimale de clonage universel Žtablie ˆ la le•on  3 est  une condition
nŽcessaire pour assurer la Ç !coexistence pacifique !È entre les principes de la
relativitŽ et ceux de la physique quantique non-relativiste . Cette coexistence n Õa en
soi rien d ÕŽvident. Le fait que  les propriŽtŽs de l Õintrication, basŽes sur une physique
o• la vitesse de la lumi•re ne joue aucun r ™le fondamental, sont compatibles avec le
principe de causalitŽ relativiste est remarquable.

Clonage et causalitŽ  (conclusion)

Remarque: Le raisonnement  ci-dessus repose sur lÕeq. (5-15) qui exprime le
caract•re covariant  dans une rotation arbitraire du clonage universel. Si Bob utilise
le clonage covariant de phase restreint  ˆ  un plan de la sph•re de Bloch dŽcrit au
&V-B, les contraintes sur la dŽcomposition tensorielle de 0bc sont diffŽrentes car
lÕŽqu. (5-15) n Õest plus valable pour R quelconque. Le calcul des pages prŽcŽdentes ne
sÕapplique donc pas. Une dŽmarche analogue permet cependant de montrer que la
causalitŽ  serait violŽe  avec un clonage covariant de phase symŽtrique  ayant une
fidŽlitŽ  supŽrieure ˆ F = (1/2)+1/(2 &2) =0,854 (voir P.Navez et N.Cerf, Phys.Rev.A
68, 032313 (2003) et refs.in). Ici encore, la limite de fidŽlitŽ quantique correspond
ˆ la condition de Ç !coexistence !È de la thŽorie quantique non relativiste avec le
principe de  causalitŽ.


