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Le cours  2009-2010 port e prin cipalement  sur lÕest imat ion et  la
reconst ruct ion de lÕŽt at  dÕun syst • me physique microscopique ˆ  part ir de
mesures part ielles ou compl• t es ef f ect uŽes sur ce syst • me. Ces quest ions
vont  nous f aire  approf ondir le concept  dÕŽt at  en physique quant ique et  ˆ
dist inguer  cet  Žt at  - obje t  mat hŽmat ique rŽsumant  t out e lÕinf ormat ion que
lÕon peut  avoir sur  lÕ obje t  microscopique quÕil dŽcrit - du syst • me physique
lui- m• me. Le caract • re  int rin s• quement  probabil ist e de la t hŽorie
quant ique va nous conduire  ˆ  int roduire  et  ˆ  ut il iser des ŽlŽment s de la
t hŽorie  classique des probabil it Žs et  de lÕest imat ion.

Nous envisagerons Žgalement , pour cert ains syst • mes part iculiers , la
quest ion de la prŽparat ion dÕun Žt at  quant ique arb it ra ire . Nous il lust re rons
les concept s gŽnŽraux par la descrip t ion dÕexpŽrie nces rŽcent es
ef f ect uŽes sur des champs piŽgŽs dans des cavit Žs, dans le cadre  de
lÕŽlect rodynamique en cavit Ž et  de lÕŽlect rodynamique des circ uit s (Cavit y
QED et  Circ uit  QED).

Nous serons amenŽs ˆ  rappeler pour commencer cert ains rŽsult at s
essent iels sur la mesure  Žt ablis dans les cours  prŽcŽdent s.

Cours  2009-2010:  Pre mi• re  Le• on
18 Janvier 2010



Plan gŽnŽra l du Cours

1. Rappels sur Žtats quantiques et mesure (Le•on 1)

QuÕest  ce que lÕŽt at  dÕun syst • me physique? I mpossibil it Ž de le conna”t re  ˆ
part ir dÕune rŽalisat ion unique. I mpossibil it Ž de le cloner de f a• on parf ait e.
Et at  pur et  mŽlange st at ist ique. Exemples simples: qubit , moment  angulaire
J >1/ 2. Rappel sur les mesures pro je ct ives et  les mesures POVM avec
quelques exemples simples sur qubit s et  oscil lat eurs  harmoniques.

2.  I ntroduction ˆ l Õestimation des Žtats  (Le•on 2)

Une br• ve int roduct ion ˆ  la t hŽorie  de lÕest imat ion classique: Loi de Bayes,
est imat ion par maximum de vraisemblance, inf ormat ion de Fisher et  limit e
de Rao-Cramer . Est imat ion dÕun Žt at  ˆ  part ir de mesures incompl• t es sur N
Žchant il lons dans le cas dÕun qubit . Est imat ion par  t omographie (mesures
indŽpendant es sur les dif f Žrent s Žchant il lons). Est imat ion opt imale par
mesure  collect ive sur les N Žchant il lons.



Plan gŽnŽra l du cours  (suite )

3.  Le clonage des Žtats quantiques de qubits (I) (Le•on 3)

Comment  obt enir des copies ident iques dÕun Žtat  donnŽ de f idŽlit Ž opt imale.
Not ion de clonage universel et  symŽt riq ue. Circ uit  logique de clonage
opt imal. Clonage de 1 en 2, de 1 en M, puis de N en M exemplaire s. Limit e de
la f idŽlit Ž du clonage. Lien ent re  clonage et  est imat ion.

Clonage par amplif icat ion de phot ons. Limit e de la f idŽlit Ž de clonage
imposŽe par lÕimpossibil it Ž de communicat ion super- luminale. Clonage comme
st rat Žgie dÕat t aque en cry pt ographie. ConsŽquence pour la sŽcurit Ž du
part age de clŽs cry pt ographiques.

4. Le clonage des Žtats quantiques de qubits (II) (Le•on 4)

5.  ReprŽsentation d ÕŽt ats par fonction de Wigner (Le•on 5)

La f onct ion de Wigner W comme descrip t ion quasi- classique dÕun
oscil lat eur.  Les propriŽ t Žs de W. Exemples de f onct ions de Wigner. Les
aspect s int rin s• quement  quant iques de W. Comment  dŽt erminer W par
t omographie quant ique ou par mesure  de la parit Ž du nombre  de phot ons.
DŽcohŽrence de la f onct ion de Wigner.



Plan gŽnŽra l du Cours  (fin)

6. Reconstruction d ÕŽt ats ˆ partir de mesures compl•tes ou
incompl•tes (le•on 6)

Reconst ruct ion dire ct e apr• s mesure  dÕun quorum dÕobservables.
Reconst ruct ion par le prin cipe dÕent ropie maximale dans le cas de mesures
port ant  sur un ensemble incomplet  dÕobservables. Reconst ruct ion par
maximum de vraisemblance lorsque les mesures sur les observables sont
ent achŽes dÕerre urs  st at ist iques (cas dÕŽchant il lonnages limit Žs).

7. Synth•se d ÕŽt ats quantiques d Õun mode du champ (Le•on 7)

Comment  prŽpare r cert ains Žt at s non-classiques part iculiers : Žt at s
comprim Žs dÕun ensemble de N qubit s, Et at s de Fock et  Žt at s de
Schr šdinger dÕun mode du champ. MŽt hode de synt h• se gŽnŽrale dÕun Žt at
arb it ra ire  du champ. I llust rat ions par des expŽrie nces dÕElect rodynamique
en cavit Ž et  de Circ uit  QED.



Les sŽminaire s 2009-2010
Les lundis ˆ  11h,  ˆ  lÕamphit hŽ‰t r e Mar guer it e de Navar r e

¥18 Janvier 2010:     Tobias Kippenberg, Max Planck Institute, Garching:
Ç Cavity Optomechanics: exploiting the radiation pressure coupling of optical and
mechanical degrees of freedom in microresonators È

¥25 Janvier 2010      Antoine Heidmann, LKB/ENS/UPMC:
ÇMicro-rŽsonateurs et pression de radiation : vers l'optomŽcanique quantiqueÈ

¥1er FŽvrier 2010     Claude Fabre, LKB/ENS/UPMC:
ÇHistoires de modes : effets quantiques dans les images optiques et les peignes de
frŽquenceÈ

¥8 FŽvrier 2010       Arno Rauschenbeutel, UniversitŽ de Mayence:
Ç Trapping, interfacing and conveying cold neutral atoms using optical nanofibers È.

¥15 FŽvrier 2010:    Fabio Sciarrino, UniversitŽ La Sapienza, Rome:
ÇRecherche sur la transition du monde quantique au monde classique ˆ travers un
processus dÕamplification È

¥22 FŽvrier 2010:   Eugene Polzik, Niels Bohr Institute, Copenhague:
Ç Entanglement assisted metrology and sensing È

¥1er Mars 2010:  Max Hofheinz, UniversitŽ de Californie (Santa Barbara) et CEA, Saclay:
Ç Synth•se et tomographie d ÕŽtats quantiques arbitraires dÕun rŽsonateur avec un qubit
supraconducteur È



I-A

Rappels sur les Žta ts  quantiques
(voir cours antŽrieurs)



PropriŽ tŽ s de lÕŽt at quantiq ue

Pour un cas pur,  lÕŽt at  est  dŽcrit  par un vect eur |Ψ>  de lÕespace de Hilbert
associŽ au syst • me physique, cont enant  t out e lÕinf ormat ion permet t ant  de
f aire  une prŽdict ion st at ist ique sur  t out e mesure  dÕobservable du syst • me.
LÕŽta t  reprŽsent e lÕ inf ormat ion maximale que lÕon peut  avoir sur le syst • me
(compat ible avec lÕindŽt erminat ion quant ique).

Quand il  sÕajo ut e une indŽt erminat ion de nat ure  classique (par exemple,
incert it ude sur la prŽparat ion du syst • me), lÕŽta t  est  dŽcrit  par un
opŽrat eur densit Ž:

LÕignorance sur lÕŽt at  du syst • me est  mesurŽe par lÕent ropie de Von
Neumann:

nulle pour un cas pur (opŽrat eur densit Ž se rŽduisant  ˆ  un pro je ct eur sur un
vect eur)  et  st ric t ement  posit ive pour un mŽlange st at ist ique dÕŽta t s.

! = pi "i
i

# "i ; (pi > 0 et pi =1
i

# ) (1$1)

S = !Tr"Ln" (1! 2)



Cas dÕun qubit (ou spin 1/ 2)

θ

ϕ

Tout Žtat pur  dÕun qubit (0/1) est paramŽtrŽ par
deux angles polaires  θ,ϕ et est reprŽsentŽ par un
point sur la sph•re de Bloch:

P

 

r
P =1:cas pur ;

r
P <1: mŽlange;

r
P >1:non physique(v.p.nŽgative)

LÕŽt at quantique d Õun qubit (cas pur ou mŽlange) est enti•rement dŽfini par son
vecteur de Bloch
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1 (1# 3)

Un mŽlange st at ist ique est  reprŽsent Ž par un
opŽrat eur densit Ž qui se dŽcompose sur les
mat ric es de Pauli:
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Les composantes du vecteur de Bloch sont les valeurs moyennes des  opŽrateurs de
Pauli:

On dŽtermine l ÕŽt at  en  effectuant des moyennes. Il faut donc disposer d Õun
ensemble de rŽalisations: le concept  dÕŽt at  quant ique est  st at ist ique.

Descrip tio n dÕun qubit (suite )

Cas particuliers:

Ð                           qubit 1 dans un Žtat pur | ψ1>:

Ð qubits 1 et  2 dans des Žtats purs |ψ1>  et |ψ2>:
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Appelant p i+ et p i- les probabilitŽs de trouver le qubit dans les Žtats propres de σi
de valeurs propres ±1, on a Žgalement:
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Une f ormule ut ile: recouvrement de deux Žtats  de qubits dŽcrits par leurs
vecteurs de Bloch:
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GŽnŽra lisatio n ˆ  un syst• me ˆ  d Žta ts
(Ç! qudit ! È)

On peut reprŽsenter un syst•me ˆ d Žtats comme un moment angulaire J=(d-1)/2 et
dŽcomposer son opŽrateur densitŽ sur une base d ÕopŽrateurs tensoriels
irrŽductibles de trace nulle qui gŽnŽralisent la base des  opŽrateurs de Pauli ˆ des
espaces plus grands:

Dans la suite nous traiterons en gŽnŽral le cas le p lus simple des qubits (d=2), mais
nous donnerons les formules gŽnŽralisant certains rŽsultats au cas de qudits .
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(1" 8)

Le nombre dÕopŽrateurs T (k)
q dŽfinissant l ÕŽt at est:

soit, en adjoignant l ÕopŽrateur unitŽ, d 2 opŽrateurs, dont le nombre est Žgal ˆ la
dimension de lÕespace des opŽrateurs d Õun syst•me ˆ  d Žtats.

1+ 3+ 5+....+ 2d ! 1( ) = d2 ! 1 (1! 9)



Un syst•me ˆ d = N+1 niveaux est assimilable ˆ un ensemble de N  qubits dans
lÕ espace ΣN de N qubits symŽtrique par Žchange de deux  qubits quelconques,
correspondant ˆ un moment angulaire J= N/2.  Une base f inie de  ΣN est donnŽe par
les Žtats de Dicke | J,m> , Žtats propres des opŽrateurs J 2 et J z. LÕŽt at |J,m> est
lÕŽt at compl•tement symŽtrique par permutation dans lequel N/2 +m qubits sont
dans lÕŽt at |0> et N/2-m dans l ÕŽt at |1>, que lÕon pourra  Žcrire simplement
|N/2 +m; N/2-m> dans une notation rappelant la seconde quantification:

Les |J,m> sont orthonormŽs et satisfont la relation de fermeture dans ΣN:

Espace des Žta ts  ˆ  N qubits  symŽtriq ue par
Žchange:  base des Žta ts  de Dicke |J , m>
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J,m
m=! J

m=J

" J,m = I (1 ! 11)



θ

Il existe une classe d ÕŽt ats symŽtriques particuliers, les Žtats cohŽrents du
moment angulaire, obtenus ˆ partir de l ÕŽt at o• les vecteurs de Bloch des N qubits
sont alignŽs le long de Oz par une rotation d Õensemble amenant Oz dans la direction
gŽnŽrale θ,ϕ. Le moment angulaire global associŽ ˆ ces Žtats cohŽrents est un
vecteur dont l ÕextrŽmitŽ est sur lÕhyper-sph•re de Bloch de rayon N/2 (voir figure):
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Eta ts  cohŽre nts  du moment angulaire

(1! 12)

La rotation U( θ,ϕ) du moment angulaire J=N/2 s Õobtient
en faisant le produit tensoriel des rotations de spins 1/2
individuels et en tenant compte de la symŽtrie par
Žchange. On montre que les Žtats cohŽrents se
dŽcomposent sur la base des Žtats |J=N/2, m> des Žtats
propres de J 2 et J z suivant:

(1! 14)
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PropriŽ tŽ s des Žta ts  cohŽre nts  de J =N/ 2
Fluct uat ions t ransversales: Si le syst•me est dans l ÕŽt at cohŽrent |N 0,0>=
|J=N/2, m=N/2>, les  composantes transversales J x et J y sont en valeur moyenne
nulles. Leurs fluctuations se dŽterminent en considŽrant J comme une somme de N
spins ayant des probabilitŽs Žgales de pointer dans les directions + et - le long de
Ox et Oy. On en dŽduit immŽdiatement (analogie avec une marche alŽatoire):

De m• me, lÕŽt at cohŽrent |N θϕ> prŽsente des fluctuations transversales isotropes
en 1/√N  autour de la direction θ,ϕ. On peut se les reprŽsenter en associant ˆ
lÕextrŽmitŽ du moment angulaire dans la direction θ,ϕ  un petit cercle d Õincertitude
tangent ˆ lÕhyper-sph•re de Bloch (voir figure page prŽcŽdente). On notera
lÕanalogie avec les Žtats cohŽrents d Õun oscillateur harmonique qui prŽsentent aussi
des fluctuations isotropes minimales dans le plan de phase.

!J
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2
= !J

y

2
=
N

4
(1"15)

Ces fluctuations sont minimales  Žtant donnŽ les relations d Õincertitude dŽduites des
relations de commutation du moment angulaire:

Ji ,Jj
!" #$= i%ijkJk &'Ji'Jj (

Jk

2
(1)16)

On en dŽduit la fluctuation angulaire isotrope autour de Oz:

! " =
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Jz

=
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Jz

=
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N
(1#17)



PropriŽ tŽ s des Žta ts  cohŽre nts  (suit e)

Produit  scalaire  dÕŽt at s cohŽrent s: Par symŽtrie de rotation, la norme du
produit scalaire de deux Žtats cohŽrents ne dŽpend que de l Õangle α entre les
directions associŽes aux deux Žtats:

Le produit scalaire de deux Žtats cohŽrents du moment  angulaire dŽcro ”t  (pour
N>>1)  exponentiellement avec leur distance angulaire et devient en pratique
nŽgligeable d•s que les cercles d Õincertitudes associŽs  aux Žtats sont disjoints. Lˆ
encore, il y a analogie avec les Žtats cohŽrents de Glauber d Õun oscillateur.

Ce rŽsultat est aussi analogue ˆ la relation de fermeture sur les Žtats  de Glauber.
La base Ç!continue!È des Žtats cohŽrents du moment angulaire nous servira dans la
suite pour Žtablir des rŽsultats importants sur l Õestimation des Žtats de qubits .

N! ," N! '," ' = N# ,0 N0,0 = cosN
#

2
# = angle entre directions (!," ) et (! '," ')( ) (1$18)

Pour N>>1, le recouvrement des Žtats cohŽrents devient petit d•s que α sÕŽcarte de
zŽro et on peut remplacer cos( α/2)  par un dŽveloppement au deuxi•me ordre:

N! ," N! '," ' # 1$
%2

8

&

'
(

)

*
+

N

# 1$
N%2

8
# exp($N%2 / 8) (1$19)

Relat ion de f ermet ure : On montrera en exercice que les Žtats cohŽrents de
J=N/2 satisfont  une relation de fermeture dans ΣN (I est la matrice unitŽ dans cet
espace ˆ N+1 dimensions):

d! N" ,# N" ,#$$ =
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sin" d" d# (1&20)



LÕŽt at dÕun syst• me quantiq ue unique est
inconnaissable et le clonage parfa it inte rdit

Pour dŽt erminer lÕŽt at , il  f aut  f aire  des mesures sur des observables
incompat ibles (non commut ant es), par exemple les mat ric es de Pauli pour un
qubit . La mesure  de lÕune pro je t t e le syst • me sur un Žt at  propre  et  dŽt ru it
t out e inf ormat ion sur lÕaut re . I l est  ainsi impossible de reconst ru ire  un Žt at
pur (ou un mŽlange) ˆ  part ir dÕune seule copie du syst • me. On peut  dire  en
ce sens que lÕŽt at  nÕa pas de Ç!r Žalit Ž physique!È, nÕest  pas un obje t  dire ct
suscept ible dÕ• t re  mesurŽ ou observŽ. Seul une signif icat ion st at ist ique
peut  lui • t re  donnŽe.

Coro llaire  import ant : il  est  impossible de cloner parf ait ement  un Žt at
quant ique. Si on pouvait  le f aire , on obt iendrait  ˆ  part ir dÕune copie un
ensemble de syst • mes dans un Žt at  ident ique et  on pourra it , par des
mesures dÕobservables complŽment aire s sur cet  ensemble, dŽt erminer
lÕŽt at  du syst • me init ial, en cont radict ion avec la propriŽ t Ž dÕimpossibil it Ž
de connaissance de lÕŽt at .

Le clonage parf ait  conduira it  ˆ  dÕaut res cont radict ions en physique liŽes au
prin cipe de causalit Ž. Si le clonage parf ait  est  int erd it , on peut  dŽf inir un
clonage imparf ait  opt imal qui prŽsent e un int Žr• t  pour le t ra it ement
quant ique de lÕinf ormat ion (voir le• ons 3 et  4).



I-B

Quelques rŽsulta ts  sur les
mesures pro jec tives  et POVMs

(voir cours antŽrieurs)



Mesure s sta ndard  et mesure s POVM
Une mesure standard est dŽfinie par la donnŽe de l Õensemble des projecteurs   sur
une base dÕŽt ats propres d Õune observable pour laquelle on a dŽfini un appareil de
mesure (ou Ç!m•tre !È):

A c™tŽ de ces mesures standard (dites aussi projectives), on peut dŽfinir des
mesures POVM (pour Positive Operator Valued Measure ).

Le nombre de projecteurs (en tenant compte  du degrŽ de dŽgŽnŽrescence des
valeurs propres) est Žgal ˆ la dimension de l Õespace (2 pour un qubit ) et la mesure
est rŽpŽtable:  apr•s une premi•re mesure, on retrouvera toujours le m • me rŽsultat

comme consŽquence directe de l ÕorthogonalitŽ des projecteurs Πi.

G ai = gi ai ; ai aj =!ij

"i = ai ai ; "i =1
i

# ; "i" j =!ij"i (1$ 21)

La probabilitŽ p i de trouver le rŽsultat i pour un syst•me dans l ÕŽt at  Ç!avant
mesure!È  ρ, et l ÕŽt at ρi dans lequel le syst•me  est projetŽ par la mesure sont
donnŽs par les relations:

pi =Tr!"i ; pi =1
i

#

!$!i =
"i!"i

pi

(1% 22)



 Mesure  POVM

Une mesure POVM est dŽfinie par un ensemble d ÕopŽrateurs Ei hermitiques et
positifs ! (ayant des valeurs moyennes rŽelles positives ou nulles pour tout Žtat)
formant une partition de l ÕopŽrateur unitŽ dans l Õespace des Žtats:

Le processus ainsi dŽcrit est bien une mesure statistique dans le sens ou  il donne un
rŽsultat pris dans un ensemble de valeurs, avec une distribution de probabilitŽ.
Cette mesure n Õest pas rŽpŽtable (avec des rŽsultats s Õexcluant mutuellement). On
peut successivement trouver des rŽsultats diffŽrents en recommen•ant la mesure.

Les Ei nÕŽt ant pas des projecteurs normŽs, on a en gŽnŽral:

Ei Ej ! 0 pour i ! j ; Ei
2 ! Ei (1" 25)

Le nombre des Ei peut • tre quelconque, plus petit, Žgal ou plus grand que la
dimension de lÕespace des Žtats. La mesure POVM est dŽfinie par la donnŽe des
probabilitŽs p i de trouver le rŽsultat i et la r•gle de projection qui rappellent celles
de la mesure standard:

pi = Tr ! Ei{ } ; pi =1
i

" (1# 24a)

! $ ! i =
Ei ! Ei

pi

(1# 24b)
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! (1" 23)



RŽalisatio n dÕun POVM comme une mesure
sta ndard dans un environnement

Un POVM sur un syst•me S dans un espace des Žtats (A) peut toujours se ramener
ˆ une mesure projective dans un environnement (B) auquel  S est intriquŽ par une
Žvolution unitaire. Associons ˆ chaque ŽlŽment i du POVM un vecteur |b i> de B, les
|b i> formant une base orthonormŽe (l Õespace B a une dimension au moins Žgale au
nombre dÕŽlŽments du POVM) et envisageons la transformation unitaire qui agit de
la fa•on suivante sur un Žtat | ψ>A |0>B, produit tensoriel d Õun Žtat quelconque de A
par un Žtat Ç !r ŽfŽrence !È |0>B de B:

Effectuons une mesure d Õune observable de B admettant comme Žtats propres les
|b i>. Le rŽsultat i est obtenu avec la probabilitŽ donnŽe par (1-24 a) et le syst•me S
de A est projetŽ dans l ÕŽt at dŽcrit par (1-24 b): on a bien ainsi rŽalisŽ le POVM
cherchŽ. Nous  allons maintenant donner  quelques exemples de POVM et discuter de
lÕintŽr • t que peut avoir ce type de mesure.

!
A

0
B
" Ei ! A

i

# bi B
(1$ 26)

Cette relation  est la restriction d Õ une opŽration unitaire dans (A+B). AppliquŽe ˆ un
mŽlange statistique de (A) elle s ÕŽcrit de fa•on gŽnŽrale, par linŽaritŽ:

! A " 0
B B

0 # Ei ! A Ei "
i

$ bi B B
bi (1%27)



               Exemple de POVM dÕun qubit
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dÕo• on tire l Õexpression de P en fonction des p i:
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Au lieu d Õeffectuer 3 mesures  projectives  indŽpendantes de σx, σy et σz, la mesure
dÕun seul POVM, gr‰ce ˆ sa grande symŽtrie permet de reconstruire l ÕŽt at du qubit .

ConsidŽrons les quatre vecteurs de Bloch ai (i=1,2,3,4)
reliant l Õorigine de la sph•re de Bloch aux 4 sommets d Õun
tŽtra•dre rŽgulier inscrit, qui satisfont les relations:
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(1# 28)

Les 4 opŽrateurs positifs:

satisfont la relation ΣiEi=I et forment donc un POVM. Noter que chaque Ei est  Žgal
ˆ 1/2 fois le projecteur sur l ÕŽt at de vecteur de Bloch ai et n Õest donc pas un
projecteur.
La probabilitŽ p i de trouver le rŽsultat i lorsque le qubit est dans l ÕŽt at (pur ou
mŽlange) de vecteur de Bloch P est:
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Un POVM ˆ  nombre  infini dÕŽlŽments  dans
lÕespace des Žta ts  symŽtriq ues de N qubits

On dŽfinit dans l Õespace symŽtrique ΣN des N qubits un POVM Ç!continu !È en
introduisant les  opŽrateurs positifs:

qui satisfont ˆ la relation de fermeture d Õun POVM (voir Žq. (1-20)):

E! ," = N +1( ) N! ," N! ," (1# 33)

E! ,"
! ,"

# = N +1( ) d$%% N! ," N! ," = I (1&34)

Pour un syst•me dans un Žtat pur symŽtrique |ψ> de ΣN, la mesure de ce POVM
donnera le rŽsultat θ,ϕ  avec la densitŽ de probabilitŽ:

qui obŽit bien ˆ la relation:

p ! ,"( ) = # E! ," # = N +1( ) # N! ,"

2
(1$ 35)

d! p ",#( ) =1$$ (1% 36)

Apr•s la mesure, le syst•me est projetŽ  sur un Žtat cohŽrent du moment angulaire:

On Žtablit de m • me les formules pour un mŽlange statistique dŽcrit par ρ.

!
rŽsultat " ,#

$ %$$$
N" ,# N" ,# !

N" ,# !
(1& 37)



RŽalisatio n du POVM continu  par image des
Žta ts  cohŽre nts  sur  les points  dÕune sph• re

On peut rŽaliser le POVM  {Eθϕ} en associant ˆ ΣN lÕespace des positions d Õune
particule ponctuelle sur une sph•re B, Ç !image!È de lÕhyper-sph•re de Bloch du
moment angulaire J. A chaque ŽlŽment E θϕ du POVM est associŽ un ket  | eθϕ> Žtat
propre de l ÕopŽrateur de position angulaire sur B. Les |e θϕ> sont orthonormŽs au
sens des bases continues et satisfont les relations:

On vŽrifie  aisŽment lÕunitaritŽ de cette transformation. L Õeffondrement (collapse)
de la particule de mesure sur |e θϕ> projette  bien le moment angulaire dans l ÕŽt at
dŽcrit par l ÕŽquation (1-37 ). Nous  verrons ˆ la le•on 2 l ÕutilitŽ de ce POVM pour  la
rŽalisation d Õune estimation optimale d Õun qubit prŽparŽ en N exemplaires.

Le POVM est obtenu en mesurant (projectivement) la position de la particule B
apr•s l Õavoir couplŽe au moment angulaire  J  par la transformation unitaire, valable
pour tout Žtat | ψ> de ΣN (le ket |e 0> correspond ˆ la position Ç !neutre !È du
Ç!m•tre !È constituŽ par la particule B):

! " e0 # N +1 d$ N%,& N%,& !( )' ' " e%,& (1( 39)

e! ," e! '," ' =
4#
sin!

$(! %! ')$(" %" ') ; d& e! ," e! ,"' ' = I
B
(1%38)



POVM ˆ  deux ŽlŽments  dÕun oscilla te ur
harmonique

ConsidŽrons un oscillateur harmonique (mode du champ ŽlectromagnŽtique avec
base des Žtats de Fock | n>) et le POVM ˆ deux ŽlŽments (j=0,1):

E
j
= cos2

n

! "
n
+ j#
2

$

%
&

'

(
) n n ; E

j
= E0 +E1 = n n =

n

! I
j

! (1* 40)

Le param•tre θn est une fonction de n quelconque. Un exemple simple correspond ˆ
θn= an+b (fonction linŽaire). La mesure  par ce POVM dÕun oscillateur dans l ÕŽt at
dŽcrit par l ÕopŽrateur densitŽ ρ donne un rŽsultat binaire (j=0 ou 1) avec la loi
binomiale de probabilitŽ:

p
j
=Tr ! E

j( ) = cos2

n

" #
n
+ j$
2

%

&
'

(

)
*!

nn
(1+ 41)

La probabilitŽ de trouver n photons dans le champ  est modifiŽe par la  mesure
suivant la loi de projection:

!nn
après résultat j" #"""" !nn

j( ) =
!nn
pj

cos2 $n + j%

2

&

'
(

)

*
+ (1, 42)

Dans le cas particulier θn= nπ, le POVM mesure la paritŽ du nombre de photons. On a
en effet:

cos
2 ! n + j"
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( =
1+ ) 1( )n+ j

2
* p

0
= +nn ;

n pair

, p
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= +nn
n impair

, (1 ) 43)



Produits  de POVM ˆ  deux ŽlŽments  et
mesure  QND du nombre  de photo ns

Le POVM {Ej } peut • tre  rŽalisŽ en couplant le champ ˆ un qubit (voir cours 2007-
2008).  On obtient une mesure projective non destructive (QND) du nombre de
photons en effectuant ˆ l Õaide de  M qubits indŽpendants un grand nombre de ces
POVMs. La probabilitŽ  que k mesures donnent le rŽsultat 0 et M-k le rŽsultat 1 est:
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+ (1, 44)

et la probabilitŽ de trouver n photons apr•s les  M POVMs est:

 

! nn
( j1L ji L jN ) =

! nn

p( j1L ji L jN )
cos2k " n

2
sin2(M #k) " n

2
(1# 45)

Si la seule information initiale sur le champ est que n est bornŽ par la valeur nmax, on
fait l Õhypoth•se ρnn=1/(nmax+1). A la limite M →�¿ �
 le produit des fonctions cosinus et
sinus de (1-45), considŽrŽ comme une fonction de θn est  centrŽ  en θ tel que:

cos2 !
2
= lim

M " #

k

M
(1$ 46)

La valeur obtenue de k/M est une  mesure de θn (donc de n si la fonction θn est bien
choisie), d Õautant plus prŽcise que  M est plus grand:

! n =
n"

nmax +1
# nmesurŽ =

2(nmax +1)
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Estim atio n dÕŽt at en physique quantiq ue:
intro ductio n ˆ  la deuxi• me le• on

Disposer d Õune copie dÕun syst•me quantique dans un Žtat pur n Õest pas suffisant
pour conna”tre cet Žtat. A partir de ce constat,  plusieurs questions reliŽes peuvent
•tre posŽes: Quelle est l Õinformation optimale que l Õon peut tirer de cette copie
unique et comment l Õobtenir en pratique? Comment quantifier cette information? De
fa•on plus gŽnŽrale, que peut-on dire de l ÕŽt at du syst•me si l Õon dispose dÕun
nombre N fini de copies? Les principes de la mŽcanique quantique nous disent que
lorsque N → �¿ �
 on peut par la statistique de mesures faites sur un ensemble
complet d Õobservables reconstruire l ÕŽt at avec une prŽcision aussi grande que l Õon
veut. Comment lÕinformation sur l ÕŽt at du syst•me augmente-t-elle avec N? Quelles
sont les procŽdures de mesure optimales pour tirer d Õun Žchantillon de N syst•mes
identiques le maximum d Õinformation sur le syst•me? Toutes ces questions sont
traitŽes dans ce qu Õon appelle lÕ Ç!estimation d ÕŽt at !È en information quantique. Ce
probl•me a un aspect fondamental mais aussi pratique (comment reconstruire au
mieux lÕŽt at d Õun syst•me en prŽsence d Õimperfections expŽrimentales et de bruit?)

Nous allons aborder ces probl•mes de fa•on ŽlŽmentaire dans la seconde le•on, en
envisageant pour commencer le cas du syst•me quantique le plus simple, celui du
qubit . Nous verrons aussi dans la suite du cours (le•ons 3 et 4) que les lois de
lÕestimation d ÕŽt at et celles du clonage d ÕŽt at sont Žtroitement liŽes.


