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Cours 2009-2010: Premiere Leeon
18 Janvier 2010

Le cours 2009-2010 port e prin cipalement sur |@stimation et la
reconstruction de I@tat d@n syst e me physique microscopique ~ part ir de
mesure s part ielles ou comple tes ef f ect uZes sur ce systesme. Ces questions
vont nous f aire approfondir le concept d@tat en physique quantique et ~
distinguer cet Ztat - objet mathZmatique rZsumant toute I@f ormation que
|On peut avoir sur |Gpbjet microscopique qu® dZcrit - du syst» me physique
lui-me me. Le caractere intrin se quement probabiliste de la t hZorie

quant ique va nous conduire " introduire et " utiliser des ZIZments de la

t hZorie classique des probabilit Zs et de I@stimation.

Nous envisagerons Zgalement, pour cert ains syste mes part iculiers, la
question de la prZparation dOn Zt at quantique arbit raire . Nous illust rerons
les concept s gZnZraux par la descrip tion d@xpZrie nces rZcent es

ef f ect uZes sur des champs piZgZs dans des cavit Zs, dans le cadre de
|@lect rodynamique en cavit Z et de |@lect rodynamique des circ uit s (Cavit y
QED et Circuit QED).

Nous serons amenZs ~ rappeler pour commencer cert ains rZsultats
essentiels sur la mesure Ztablis dans les cours prZcZdents.



Plan gZnZral du Cours

1. Rappels sur Ztats quantiques et mesure (Leeon 1)

Qu@st ce que 1@t at dOn syste me physique? | mpossibilit Z de le conna’tre ~
part ir d@ne rZalisation unique. | mpossibilit Z de le cloner de f ason parf ait e.
Etat pur et mZlange statistique. Exemples simples: qubit , moment angulaire
J>1 2. Rappel sur les mesures projectives et les mesures POVM avec
guelgues exemples simples sur qubit s et oscillat eurs harmoniques.

2. | ntroduction " | @stimation des Ztats  (Le+on 2)

Une bre ve introduction ™ la thZorie de I@stimation classique: Loi de Bayes,
estimation par maximum de vraisemblance, inf ormation de Fisher et limite
de Rao-Cramer. Estimation dQn Ztat ~ part ir de mesures incompletes sur N
Zchantillons dans le cas d@n qubit . Estimation par tomographie (mesures
indZpendant es sur les dif f Zrents Zchantillons). Estimation optimale par
mesure collective sur les N Zchantillons.



Plan gZnzral du cours (suite )

3. Le clonage des Ztats quantiques de  qubits (I) (Lecon 3)

Comment obtenir des copies identiques dOn Ztat donnZ de fidZlit Z optimale.
Notion de clonage universel et symZtrique. Circ uit logique de clonage
optimal. Clonage de 1 en 2, de 1 en M, puis de N en M exemplaire s. Limit e de
la fidZlit Z du clonage. Lien entre clonage et estimation.

4. Le clonage des Ztats quantiques de qubits (II) (Le<on 4)

Clonage par amplif ication de phot ons. Limit e de la fidZlit Z de clonage
imposZe par |@npossibilit Z de communicat ion super- luminale. Clonage comme
strat Zgie d@ttaque en cry pt ographie. ConsZquence pour la sZcurit Z du

part age de clZs cry pt ographiques.

5. ReprZsentation d @t ats par fonction de Wigner  (Le<on 5)

La f onction de Wigner W comme descrip tion quasi- classique d@n
oscillateur. Les propriZtZs de W. Exemples de f onctions de Wigner. Les
aspect s intrin se quement quantiques de W. Comment dZterminer W par

t omographie quantique ou par mesure de la parit Z du nombre de phot ons.
DZcohZrence de la f onction de Wigner.



Plan gZnzral du Cours (fin)

6. Reconstruction d @tats ~ partir de mesures complstes ou
Incompletes (le<on 6)

Reconstruction dire cte apre s mesure d@n quorum d@bserv ables.
Reconstruction par le prin cipe d@nt ropie maximale dans le cas de mesure s
port ant sur un ensemble incomplet d©bservables. Reconst ruction par
maximum de vraisemblance lorsque les mesure s sur les observables sont
entachZes d@rre urs statistiques (cas ddchantillonnages limit Zs).

7. Synthese d @t ats quantigues d @Qn mode du champ (Le<on 7)

Comment prZparer cert ains Ztats non-classiques part iculiers: Ztats
comprimZs d@n ensemble de N qubits, Etats de Fock et Ztats de
Schr3dinger d@Qn mode du champ. MZt hode de synt he se gZnZrale dQn Zt at
arbit raire du champ. | llustrations par des expZrie nces d@lect rodynamique
en cavit Z et de Circ uit QED.



Les sZminaire s 2009-2010

Les lundis ~ 11h, ~ I@mphithZ%re Marguerite de Navarre

¥18 Janvier 2010: Tobias Kippenberg, Max Planck Institute, Garching:
C Cavity Optomechanics: exploiting the radiation pressure coupling of optical and
mechanical degrees of freedom in microresonators E

¥25 Janvier 2010  Antoine Heidmann, LKB/ENS/UPMC:
CMicro-rZsonateurs et pression de radiation : vers l'optomZcanique quantiqueE

yler FZvrier 2010  Claude Fabre, LKB/ENS/UPMC:
CHistoires de modes : effets quantiques dans les images optiques et les peignes de
frZquenceE

¥8 FZvrier 2010  Arno Rauschenbeutel, UniversitZ de Mayence:
C Trapping, interfacing and conveying cold neutral atoms using optical nanofibers E.

¥15 FZvrier 2010:  Fabio Sciarrino, UniversitZ La Sapienza, Rome:
CRecherche sur la transition du monde quantique au monde classique ~ travers un
processus d@mplification E

W2 FZvrier 2010: Eugene Polzik, Niels Bohr Institute, Copenhague:
C Entanglement assisted metrology and sensing E

¥ler Mars 2010: Max Hofheinz, UniversitZ de Californie (Santa Barbara) et CEA, Saclay:
C Synthese et tomographie d @tats quantiques arbitraires dQn rZsonateur avec un qubit
supraconducteur E



I-A

Rappels sur les Ztats quantiques

(voir cours antZrieurs)



PropriZtZs de 1@tat quantique

Pour un cas pur, 1@t at est dZcrit par unvecteur |[¥> de |@space de Hilbert
associZ au syst e me physique, contenant toute I@f ormation permettant de
faire une prZdiction statistique sur toute mesure dObservable du syste me.
LGtat reprZsente |Onf ormation maximale que |©n peut avoir sur le systeme
(compatible avec |hdZt ermination quant ique).

Quand il s@joute une indZtermination de nature classique (par exemple,
Incert it ude sur la prZparation du systeme), |@tat est dZcrit par un
opZrateur densit Z

p:Epi|wi><wi| , (p>0 et zpizl) (1-1)

L@ynorance sur 1@t at du systeme est mesurZe par |@ntropie de Von
Neumann:

S=-TroLnp (1-2)

nulle pour un cas pur (opZrateur densit Z se rZduisant ~ un proje cteur sur un
vecteur) et strictement positive pour un mZlange statistigue d@tats.



Cas d@n qubit (ou spin 1/ 2)

Tout Ztat pur  d@n qubit (0/1) est paramZtrZ par
deux angles polaires 6,¢ et est reprZsentZ par un
V4 point sur la sphere de Bloch:

6,¢) :cosge'i"”/2|0>+singei(p/2|1> (1-3)

Un mZlange statistique est reprZsentZ par un
opZrateur densit Z qui se dZcompose sur les
mat ric es de Pauli:

p=%(I+Fr’.(r7) ; ‘Fr"sl (1-4)

‘ﬁ‘:l:caspur ;

I5‘ <1:mAange; ‘5‘ >1:non physique(v.p. nZyative)

L@t at quantique d @n qubit (cas pur ou mZlange) est entisrement dZfini par son
vecteur de Bloch



Descrip tion d@n qubit (suite )

Les composantes du vecteur de Bloch sont les valeurs moyennes des opZrateurs de

Pauli:
P=Trpo =(0,) (i=XxY,2) ; /o=l[1+2<(7i>ai (1-5)

2

On dZtermine | @tat en effectuant des moyennes. Il faut donc disposer d @n
ensemble de rZalisations: le concept d@tat quantique est statistique.

Appelant p., et p._ les probabilitZs de trouver le qubit dans les Ztats propres de O
de valeurs propres =1, on a Zgalement:

%
P=p.,'p, ; ":%'8! +$(pi+! p“)#if (1! 6)

Une f ormule utile: recouvrement de deux Ztats de qubits dZcrits par leurs
vecteurs de Bloch:

S,=Tr{!,/,} =%;;L+ P.P$ 1&7)
Cas particuliers:
) qubit 1 dans unZtat pur | > AL 1>:%§+fr’1-1r’zoé
Pqubits 1et 2 dans des Ztats purs |[y,> et [y,>: szl\zpz)f :l[1+ |31.*2]



GZnZralisation ~ un syste me ~ d Ztats
(C! qudit ! E)

On peut reprZsenter un systeme " d Ztats comme un moment angulaire J=(d-1)/2 et
dZcomposer son opZrateur densitZ sur une base d ©pZrateurs tensoriels
irrZductibles de trace nulle qui gZnZralisent la base des  opZrateurs de Pauli ~ des
espaces plus grands:

Ofp "k#a#k | T KT
! =1 IO"' $ qu-rq(k)gc > Gg = dTr{('k)TQ(k)} (178)
d& o ai ) Tr{Tq T, }

Le nombre dOpZrateurs T (9, dZfinissant | @t at est:
1+3+5+...+(2d! 1)=d°!'1 (1! 9)

soit, en adjoignant | ©pZrateur unitZ, d 2 opZrateurs, dont le nombre est Zgal " la
dimension de |@space des opZrateurs d @n systeme = d Ztats.

Dans la suite nous traiterons en gZnZral le cas le p lus simple des qubits (d=2), mais
nous donnerons les formules gZnZralisant certains rZsultats au cas de  qudits.



Espace des Ztats ~ N qubits symZtriq ue par
Zchange: base des Ztats de Dicke [J,m>

Un systeme ~ d = N+1 niveaux est assimilable ~ un ensemble de N  qubits dans
|Gespace =, de N qubits symZtrique par Zchange de deux qubits quelconques,
correspondant ~ un moment angulaire J= N/2.  Une base finie de =, est donnZe par
les Ztats de Dicke |J,m>, Ztats propres des opZrateurs J 2et J,. L@t at |J,m> est
|@t at completement symZtrique par permutation dans lequel N/2 +m qubits sont
dans I@t at |[0> et N/2-m dans | @tat |1>, que |©n pourra Zcrire simplement

IN/2 +m; N/2-m> dans une notation rappelant la seconde guantification:

ool -
| 0,0,0..0,1,1,1...1 =‘—+ m —' m> (1' 10)
perrmtanons N V 2 2
E+m > m
Les |J,m> sont orthonormZs et satisfont la relation de fermeture dans PINK

m=J

WJ,m|=1 (1!11)

m=!J



Etats cohZrents du moment angulaire

|l existe une classe d @t ats symZtriques particuliers, les Ztats cohZrents du

moment angulaire, obtenus " partir de | Otat oe les vecteurs de Bloch des N  qubits
sont alignZs le long de Oz par une rotation d ®nsemble amenant Oz dans la direction
gZnZrale 0,¢. Le moment angulaire global associZ " ces Ztats cohZrents est un

vecteur dont | @xtrZmitZ est sur |@yper-sphere de Bloch de rayon N/2 (voir figure):
®N

IN,,)=]6.0)"" = cosge‘i¢’2\0>+singe“’”2\1> —U(0,9)|Noo) : |Noo)=|0)™ =[0,0,0..0
(1! 12)
La rotation U( 0,¢) du moment angulaire J=N/2 s ©btient
Z en faisant le produit tensoriel des rotations de spins 1/2

individuels et en tenant compte de la symZtrie par
Zchange. On montre que les Ztats cohZrents se
dZcomposent sur la base des Ztats |[J=N/2, m> des Ztats

propres de J 2 et J, suivant:

m=N/2 N
y ‘N!’">:|_/’,.>#N: % Um,N,Z(!,")‘E,m> (1$13

m=$N/2

N! (N/2+m)g -n(N/Z—m)Qe—im(p

avec U, (0,<P>=\/ c08 i
w2 (N/2+m)(N/2-m)! 2 2(11 14)




PropriZtZs des Ztats cohZrents de J=N/2

Fluctuations transversales: Sile systeme est dans | Ofat cohZrent [N ,>=
|J=N/2, m=N/2>, les composantes transversales J, et J, sont en valeur moyenne
nulles. Leurs fluctuations se dZterminent en conS|erant J comme une somme de N
spins ayant des probabilitZs Zgales de pointer dans les directions + et - le long de
Ox et Oy. On en dZduit immZdiatement (analogie avec une marche alZatoire):

AJ? = AJ? _% (1-15)

Ces fluctuations sont minimales Ztant donnZ les relations d (hcertitude dZduites des
relations de commutation du moment angulaire:

[3..3,] =gy d, = AJ A, 2‘<32k>‘ (1-16)

i°Yj
On en dZduit la fluctuation angulaire isotrope autour de ~ Oz:

| 1J
=t o gy

() () N
De me me, 1@t at cohZrent IN >prZsente des fluctuations transversales isotropes
en 1/vN autour de la dlrectlon 0,¢. On peut se les reprZsenter en associant ”
|@xtrZmitZ du moment angulaire dans la direction  8,¢ un petit cercle d hcertitude
tangent ~ 1@yper-sphere de Bloch (voir figure page prZcZdente). On notera
|@nalogie avec les Ztats cohZrents d @n oscillateur harmonique qui prZsentent aussi
des fluctuations isotropes minimales dans le plan de phase.




PropriZtZs des Ztats cohZrents (site)

Produit scalaire d@tats cohZrents: Par symZtrie de rotation, la norme du
produit scalaire de deux Ztats cohZrents ne dZpend que de | @ngle o entre les
directions associZes aux deux Ztats:

‘<N3,¢,‘N9.,(p.>‘ = KNO!'O‘NO'O» = COSN% (a = angle entre directions (0, @) et (8',(p')) (1-18)

Pour N>>1, le recouvrement des Ztats cohZrents devient petit des que o s@carte de

zZro et on peut remplacer cos( «/2) par un dZveloppement au deuxisme ordre:
N

-
8
Le produit scalaire de deux Ztats cohZrents du moment  angulaire dZcro "t (pour
N>>1) exponentiellement avec leur distance angulaire et devient en pratique
nZgligeable des que les cercles d (hcertitudes associZs aux Ztats sont disjoints. L
encore, il y a analogie avec les Ztats cohZrents de Glauber d @n oscillateur.

2
(N | Ny, ) = _1- NTO‘ ~ exp(-No? /8) (1-19)

Relation de f ermet ure: On montrera en exercice que les Ztats cohZrents de
J=N/2 satisfont  une relation de fermeture dans X, (I est la matrice unitZ dans cet
espace ~ N+1 dimensions):

1 1 .
PN, )N, ,|= ; dl =—3an"d"d# (1&20
Bt [N )N-o| = T (1&20)
Ce rZsultat est aussi analogue ~ la relation de fermeture sur les Ztats de Glauber.

La base Clcontinue!E des Ztats cohZrents du moment angulaire nous servira dans la
suite pour Ztablir des rZsultats importants sur|  ©stimation des Ztats de qubits.



LQtat d@n syste me quantique unique est
Inconnaissable et le clonage parfa it inte rdit

Pour dZterminer |@tat, il faut faire des mesures sur des observables
iIncompat ibles (non commut ant es), par exemple les matric es de Pauli pour un
qubit . La mesure de |Qne projette le systeme sur un Ztat propre et dZtruit
toute information sur I@utre. | | est ainsi impossible de reconstruire un Zt at
pur (ou un mZlange) ~ part ir dQne seule copie du systeme. On peut dire en
ce sens que |@tat n@ pas de Cr Zalit Z physique!E, n@st pas un objet dire ct
susceptible d®tre mesurZ ou observZ. Seul une signif ication st atistique
peut lui etre donnZe.

Corollaire import ant: il est impossible de cloner parf ait ement un Zt at
quantiqgue. Si on pouvait le faire, on obtiendrait ~ part ir dQne copie un
ensemble de syste mes dans un Ztat identique et on pourrait, par des
mesure s dObservables complZment aire s sur cet ensemble, dZt erminer

|@t at du systeme initial, en contradiction avec la propriZtZ d@mpossibilit Z
de connaissance de |@t at .

Le clonage parf ait conduirait =~ d@utres contradictions en physique liZes au
prin cipe de causalit Z. Si le clonage parf ait est interdit, on peut dZf inir un
clonage imparf ait optimal qui prZsente unintZre t pour le trait ement
quantique de Ihf ormation (voir lesons 3 et 4).



1-B

Quelques rZsultats sur les
mesures projectives et POVMs

(voir cours antZrieurs)



Mesures standard et mesures POVM

Une mesure standard est dZfinie par la donnZe de | @nsemble des projecteurs  sur
une base d@t ats propres d @ne observable pour laquelle on a dZfini un appareil de
mesure (ou C!metre !E):

G ai> =8
a)a
La probabilitZ p ; de trouver le rZsultat i pour un systeme dans | @t at Clavant

mesure!E p, et | @t at p, dans lequel le systeme est projetZ par la mesure sont
donnZs par les relations:

aj>=6..

)

ai> ; <al.

I, = ; Enl:l; I, =51, (1-21)

P =Trpll, ;Epi =1

(1-22)

I1 oIl
P—p= L

Le nombre de projecteurs (en tenant compte  du degrZ de dZgZnZrescence des

valeurs propres) est Zgal " la dimension de | ®space (2 pour un qubit) et la mesure
est rZpZtable: apres une premiere mesure, on retrouvera toujours le m ¢ me rZsultat

comme consZquence directe de | ©rthogonalitZ des projecteurs  1I..

A c ™7 de ces mesures standard (dites aussi projectives), on peut dZfinir des
mesures POVM (pour Positive Operator Valued Measure ).



Mesure POVM

Une mesure POVM est dZfinie par un ensemble d ©OpZrateurs E, hermitiques et
positifs ! (ayant des valeurs moyennes rZelles positives ou nulles pour tout Ztat)
formant une partition de | ©pZrateur unitZ dans | @space des Ztats:

| E=1 (1"23)

Le nombre des E; peut «tre quelclonque, plus petit, Zgal ou plus grand que la
dimension de |@space des Ztats. La mesure POVM est dZfinie par la donnZe des
probabilitZs p ; de trouver le rZsultat i et la regle de projection qui rappellent celles
de la mesure standard:

p=Tr{!E} ; " p=1 (1#24a)

E!.E

I'$ !i=—\/7' JE (1# 24b)
P

Les E, n@t ant pas des projecteurs normZs, on a en gZnZral:

EE !Opouri! j ; E''E (1"25)

Le processus ainsi dZcrit est bien une mesure statistique dans le sens ou il donne un
rZsultat pris dans un ensemble de valeurs, avec une distribution de probabilitZ.

Cette mesure n @st pas rZpZtable (avec des rZsultats s ©xcluant mutuellement). On
peut successivement trouver des rZsultats diffZrents en recommeneant la mesure.



RZalisation d@Qn POVM comme une mesure
sta ndard dans un environnement

Un POVM sur un systeme S dans un espace des Ztats (A) peut toujours se ramener

" une mesure projective dans un environnement (B) auquel S est intriquZ par une
Zvolution unitaire. Associons ~ chaque ZIZment i du POVM un vecteur |b  .>de B, les
|b .>formant une base orthonormZe (I ©space B a une dimension au moins Zgaleau
nombre d@Zments du POVM) et envisageons la transformation unitaire qui agit de

la fason suivante sur un Ztat | >, |0>;, produit tensoriel d @n Ztat quelconque de A
par un Ztat G Ir ZfZrence 'E |0>; de B:

9),]0) = 2VE[W)u[b)y (1-26)

Cette relation est la restriction d Qune opZration unitaire dans (A+B). AppliquZe ~ un
mZlange statistique de (A) elle s dcrit de fason gZnZrale, par linZaritZ:

oo (01# $VELE " [

Effectuons une mesure d @ne observable de B admettant comme Ztats propres les
|b.> Le rZsultat i est obtenu avec la probabilitZ donnZe par (1-24 a) et le systsme S

de A est projetZ dans | @t at dZcrit par (1-24 b): on a bien ainsi rZalisZ le POVM
cherchZ. Nous allons maintenant donner quelques exemples de POVM et discuter de
|@ntZr « t que peut avoir ce type de mesure.

(b| 1%27)

BB



Exemple de POVM d@n qubit

ConsidZrons les quatre vecteurs de Bloch a, (i=1,2,3,4)
reliant | ©rigine de la sphere de Bloch aux 4 sommetsd @n

tZtraedre rZgulier inscrit, qui satisfont les relations:

r rr 4, 1
! a =0 ; aiajzgij#:_g (1#28)

Les 4 opZrateurs positifs:
E =%[I+crzi.(r7] (1-29)

satisfont la relation =.E.=l et forment donc un POVM. Noter que chaque E, est Zgal

" 1/2 fois le projecteur sur|  Otzat de vecteur de Bloch a, et n ®st donc pas un
projecteur.

La probabilitZ p ; de trouver le rZsultat i lorsque le  qubit est dans | @t at (pur ou
mZlange) de vecteur de Bloch P est: 1 R
p = Z!-1+ 4.PE (1%30)

d@- on tire | @xpression de Pen fonction des p .

I I
P.a =4p!1= 4p ' H p =3p ! # p, = 3p.e\a+3#p, =3a # pa

j jUi jhi k=1,2,3,4

$ |5 — 3# pkg-k (1-32

(1- 31)

Au lieu d @ffectuer 3 mesures projectives indZpendantes de o,, , et o,, lamesure
d@n seul POVM, gr¥%se ~ sa grande symZtrie permet de reconstruire I (Zt at du qubit .



Un POVM "~ nombre infini d@lZments dans
|@space des Ztats symZtriq ues de N qubits

On dZfinit dans | ®space symZtrique =, des N qubits un POVM Qcontinu!E en
introduisant les opZrateurs positifs:

E,, =(N+1)|N, (N, | (1-33
qui satisfont ~ la relation de fermetured ~ @n POVM (voir Zg. (1-20)):

#E,. =(V+1) P

Pour un systeme dans un Ztat pur symZtrique |y> de =, la mesure de ce POVM
donnera le rZsultat 6, avec la densitZ de probabilitZ:

p(/.")=(#|E .|#)=(N+D)|(#|N,.)| (1$35)

qui obZit bien " la relation:

=1 (1&34)

N, . XN, .

ffdQ p(0.9)=1 (1-36)

Apres la mesure, le systeme est projetZ  sur un Ztat cohZrent du moment angulaire:

‘ Nﬂ’fﬂ > < NH,(P ‘ 1/}>

KNW‘IP»
On Ztablit de m « me les formules pour un mZlange statistique dZcrit par  p.

(1-37)

‘ w> rZaultat 6, ¢



Rzalisation du POVM continu par image des
Ztats cohZrents sur les points d@ne sphere

On peut rZaliser le POVM {E, .1 ENassociant” % I@space des positions d @Qne
particule ponctuelle sur une sph-re B, C '|mage'E de |@yper- sph-re de Bloch du
moment angulalre J. A chaque ZIZment E , du POVM est associZ un ket |e8 >Ztat
propre de | ©OpZrateur de position angulalre surB. Les [e 4 >sont orthonorst au
sens des bases continues et satisfont les relations:

<e! n

Le POVM est obtenu en mesurant (projectivement) la position de la particule B
apres | @voir couplZe au moment angulaire J par la transformation unitaire, valable
pour tout Ztat | y>de X, (le ket |e ,>correspond " la position C !neutre !E du
Clmetre !E constituZ par la particule B):

1) Jeo)# N +1"" dS (| Noge) (Noce

€)= A7 s sty s " d

sin! e, e |=1, (19%38)

1)

On vZrifie aisZment |QnitaritZ de cette transformation. L~ @ffondrement (collapse)
de la partlcule de mesure sur e 4 >pr01ette bien le moment angulalre dans | @t at
dZcrit par | (unatlon (1-37). Nous verrons " la leeon 2 | @tilitZ de ce POVM pour la
rZalisation d @ne estimation optimale d @n qubit prZparZ en N exemplaires.

eys) (1( 39)



POVM ~ deux ZIZments d@Qn oscillate ur
harmonigue

ConsidZrons un oscillateur harmonique (mode du champ ZlectromagnZtique avec
base des Ztats de Fock |n>) et le POVM ~ deux ZlZments (j=0,1):

_ 3", +j#, . _ - -7 a*
£=l oSG Dol i | B =B B =] [n)al=1 @40
Le parametre 0, est une fonction de n quelconque. Un exemple simple correspond ~
0,= an+b (fonction linZaire). La mesure par ce POVM d@n oscillateur dans | @t at
dZcrit par | ©OpZrateur densitZ p donne un rZsultat binaire (j=0 ou 1) avec la loi
binomiale de probabilitZ:
1] (y# +]$$
=Tr(IE)="" cos 2o —LZ3%]

p; =Tr(! E;) et
La probabilitZ de trouver n photons dans le champ est modifiZe par la mesure
suivant la loi de projection:

N . . . + ’
pnn apres résultat j p’(;q) — &Cosz(en ].777) (1_ 42)
p; 2

Dans le cas particulier 6.=nm, le POVM mesure la paritZ du nombre de photons. On a
en effet:

(1+41)

. n+j
Coszﬁ{’,”-i_J fL:H_() 1)
$ 2 2

* pO = ’ +nn ) pl = y +nn (1) 43)

n pair n impair



Produits de POVM ~ deux ZIZments et

mesure QND du nombre de photons

Le POVM{E;} peut «tre rZalisZ en couplant le champ "~ un qubit (voir cours 2007-
2008). On obtient une mesure projective non destructive (QND) du nombre de
photons en effectuant | @ide de M qubits indZpendants un grand nombre de ces
POVMSs. La probabilitZ que k mesures donnent le rZsultat 0 et M-k le rZsultat 1 est:

p(j]_’jzl_ ;jil— ,jN)=2pnn(ncosz(6n ;jin))=zpnnC052k9—2nS.n2(M_k)0_2n (1—44)

et la probabilitZ de trouver n photons apres les M POVMs est:

J il = Lon coS g _n (1# 45)

" (i) 2 2
Si la seule information initiale sur le champ est que n est bornZ par la valeur Ny ON
fait | @ypothese p,,=1/(ng,,+1). Alalimite M — ¢ le produit des fonctions cosinus et
sinus de (1-45), considZrZ comme une fonction de 6, est centrZ en 0 tel que:

I k
0052E =lim,,. , " (1$ 46)

La valeur obtenue de k/M est une mesure de 6, (donc de n si la fonction 0, est bien
choisie), d @utant plus prZcise que M est plus grand:

n % (
I = 4 # N = 2N +1) lim,,, ;' Arccos, /L* (1+47)
n_+1 " & M)




Estimation d@tat en physique gquantiq ue:
Intro duction = la deuxie me leeon

Disposer d @ne copie d@Qn systeme quantique dans un Ztat pur n ®st pas suffisant
pour conna’tre cet Ztat. A partir de ce constat, plusieurs questions reliZes peuvent
otre posZes: Quelle est| @hformation optimale que | ©n peut tirer de cette copie
unique et comment | ©btenir en pratique? Comment quantifier cette information? De
fason plus gZnZrale, que peut-on dire de | @t at du systeme si| ©n dispose dOn
nombre N fini de copies? Les principes de la mZcanique quantique nous disent que
lorsque N — ¢ on peut par la statistique de mesures faites sur un ensemble
complet d ©bservables reconstruire | @t at avec une prZcision aussi grande que | ©n
veut. Comment |@hformation sur | @t at du systeme augmente-t-elle avec N? Quelles
sont les procZdures de mesure optimales pour tirerd  @Qn Zchantillon de N systemes
identiques le maximum d @hformation sur le systeme? Toutes ces questions sont
traitZes dans ce qu ©n appelle IGClestimation d @t at!E en information quantique. Ce
probleme a un aspect fondamental mais aussi pratique (comment reconstruire au
mieux | @t at d @n systeme en prZsence d @nperfections expZrimentales et de bruit?)

Nous allons aborder ces problemes de fason ZIZmentaire dans la seconde leson, en
envisageant pour commencer le cas du systeme quantique le plus simple, celui du
gubit . Nous verrons aussi dans la suite du cours (lesons 3 et 4) que les lois de
|@stimation d @t at et celles du clonage d @t at sont Ztroitement liZes.



