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Physique quant ique

Contrairement ˆ l Õinformation classique, l Õinformation codŽe dans l ÕŽt at d Õun syst•me
quantique ne peut • tre clonŽe de fa•on exacte (Woot t er s et  Zur ek, Nat ur e, 299, 802
(1982)). Cette impossibilitŽ est  liŽe ˆ la nature m •me du concept statistique d ÕŽt at
quantique. Un clonage approchŽ de qubits (rŽalisŽ par exemple par un circuit
logique) est cependant possible (Ç!Quant um copying: beyond t he no-cloning
t heor em!ÈV.Buzek et  M.Hiller y, Phys.Rev.A 54, 1844 (1996)). Sous sa forme la plus simple,
ce clonage copie approximativement l ÕŽtat d Õun qubit sur un autre, donnant deux
qubits partageant l Õinformation quantique symŽtriquement, chacun Žtant dŽcrit par
un opŽrateur densitŽ reproduisant avec une fidŽlitŽ optimale l ÕŽt at initial.

Dans cette le•on, nous abordons l ÕŽt ude du clonage approchŽ. Nous commen•ons
(&III-A) par analyser les raisons de l ÕimpossibilitŽ du clonage exact, en
contradiction avec le principe de superposition et qui conduirait ˆ la possibilitŽ de
communication super-luminale . Nous dŽcrivons ensuite (&III-B) le clonage approchŽ
universel optimal.  I l peut • tre rŽalisŽ  ˆ l Õaide dÕun circuit logique combinant des
portes CNOT ˆ deux qubits et des rotations  individuelles de qubits . Nous montrons
que ce clonage atteint la fidŽlitŽ F=5/6, supŽrieure ˆ celle d Õestimation d Õun qubit
(S=2/3). Nous analysons cette diffŽrence et montrons qu Õune stratŽgie d Õestimation
dÕun qubit basŽe sur le clonage r este dans les limites permises par la thŽorie de
lÕestimation.  Pour approfondir cette le•on et la suivante, voir ÇQuant um CloningÈ,
V.Scar ani, S.I blisdir , N.Gisin et  A.Acin, Rev. Mod. Phys. 77, 1225 (2005) et  r efs in.



III-A

Im possibilitŽ du clonage parfa it
et gŽnŽralitŽs  sur le clonage

ÇapprochŽÈ



Clonage parfa it et propagatio n insta nta nŽe
dÕinfo rmatio n

Envisageons une expŽrience EPR dans laquelle Alice et Bob partagent une paire de
qubits dans lÕŽt at que l Õon peut dŽvelopper sur deux bases diffŽrentes:

Pour essayer de transmettre de l Õinformation ˆ Bob ( un bit classique 0 ou 1 ), Alice
peut dŽcider de mesurer  son qubit a soit dans la base 0/1 (envoi d Õun bit classique =
0), soit dans la base +/- (envoi d Õun bit classique = 1). Suivant la mesure effectuŽe,
Bob aura dans son laboratoire soit un Žtat de la forme {|0>/|1>}   soit un Žtat de la
forme {|+>/|->}. Mais, tant qu Õil ignore le rŽsultat de la mesure d ÕAlice, sa
connaissance se rŽduit ˆ celle de l Õ opŽrateur densitŽ du qubit b qui peut s ÕŽcrire
sous deux formes Žquivalentes:

Rien ne lui permettant de privilŽgier une de ces deux formes, il n Õa aucune
information sur le choix de base de mesure d ÕAlice, donc sur le bit classique qu Õelle a
cherchŽ ˆ transmettre.  On constate ainsi que bien que les corrŽlations quantiques
EPR soient instantanŽes, elles ne peuvent • tre  utilisŽes pour  t ransmettre des
messages (sans canal classique), ce qui violerait la  causalitŽ. Qu Õen serait-il si Bob
pouvait disposer d Õune machine ˆ cloner parfaite?
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Clonage et propagatio n dÕinfo rmatio n (suite )

Muni dÕune telle machine,  Bob copierait son qubit (b) sur un autre qubit (c) et
obtiendrait deux copies dans les Žtats |0> b| 0>c ou |1>b| 1>c si Alice a mesurŽ le qubit
a dans la base {0/1}, dans les Žtats |+> b| +>c ou |->b| ->c si Alice a mesurŽ  a dans la
base {+/-}.  Ainsi, selon ce quÕa fait Alice, les clones de Bob seront dŽcrits soit par:

En effectuant des mesures sur { b,c}, Bob aurait la possibilitŽ de savoir quelle
mesure Alice a faite,  ce qui violerait la causalitŽ. Noter que cloner simplement deux
Žtats orthogonaux (0 et 1 ou + et -) ne serait pas suffisant. Il faut, pour violer la
causalitŽ, avoir une machine ˆ cloner dans les deux bases, dont nous allons montrer
lÕimpossibilitŽ ˆ partir d Õun argument sur la linŽaritŽ des lois quantiques.
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Ces opŽrateurs sont diffŽrents.  On a par exemple:
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La linŽaritŽ  de la th Žorie  quantiq ue inte rdit
le clonage parfa it dÕun qubit arbitra ire

Imaginons une machine ˆ cloner dŽcrite par son Žtat quantique |M> et supposons
quÕelle clone parfaitement les Žtats 0 et 1 d Õun qubit a sur  lÕŽt at d Õun second qubit b:

On consid•re, sans perte de gŽnŽralitŽ, que l ÕŽt at Ç!blanc!È du qubit b est 0. Pour
que la copie soit parfaite,  il faut que les qubits , initialement dans des Žtats purs, le
restent et donc que la machine ne soit pas intriquŽe avec  les copies apr•s le clonage.
LÕŽt at final de la machine peut par contre dŽpendre de l ÕŽt at clonŽ (0 ou 1).
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Utilisons la m • me machine pour essayer de cloner une superposition d ÕŽt ats
|!> a = "|0>a + #|1>a. Par linŽaritŽ on obtient:
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En tra•ant sur l ÕŽt at de l Õautre qubit et de la machine, on  voit que l ÕŽt at final de
chaque qubit a et b est dŽcrit par le m • me opŽrateur densitŽ:

qui est en gŽnŽral (pour  |" |, |#| ≠0,1) diffŽrent de l ÕŽt at initial du qubit a.
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Clonage approchŽ et intric atio n
LÕimpossibilitŽ du clonage parfait est liŽe ˆ l Õintrication entre le qubit et sa copie
gŽnŽralement induite par la machine. Les deux qubits Žtant intriquŽs (sauf pour
| " | =0 ou 1) , lÕŽt at de chaque qubit devient un mŽlange et est donc nŽcessairement
diffŽrent de l ÕŽt at pur initial.

On dŽfinit la fidŽlitŽ de la copie en calculant le recouvrement de l ÕŽt at copiŽ avec
lÕŽt at initial:

La machine qui clone parfaitement les Žtats orthogonaux |0> et |1> dŽtruit
compl•tement les cohŽrences entre ces Žtats. Pour une superposition symŽtrique
(| " | =|#| =1/$2), on a F=1/2, ce qui correspond ˆ une perte totale d Õinformation. Les
deux qubits a et b se retrouvent alors dans un Žtat  de vecteur de Bloch P=0,
compl•tement dŽpolarisŽ.

La machine envisagŽe ici, qui clone 1 qubit dans 2 a une fidŽlitŽ qui dŽpend de l ÕŽt at
ˆ cloner. Elle est par ailleurs symŽtrique, les deux qubits Žtant dans le m •me Žtat
final. Nous nous limiterons dans la suite ˆ l ÕŽt ude de machines symŽtriques . Dans le
cas o• la fidŽlitŽ du clonage est la m•me pour tous les Žtats, on dira que la machine
est universelle . On appellera machine optimale  une machine universelle qui rŽalise
pour tous les Žtats la fidŽlitŽ la plus proche de 1 compatible avec les lois quantiques.
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Clonage approchŽ par  la mesure
La machine clonant parfaitement |0> et |1> est en fait un appareil de mesure:
lÕensemble {b,M} est un  Çm•treÈ Žvoluant dans  2 Žtats orthogonaux (|0,M(0)> et
|1,M(1)>) suivant lÕŽt at (0 ou 1) du qubit ˆ  cloner. Cette remarque  montre que  le
clonage approchŽ de lÕŽt at "|0> +#|1>  Žquivaut ˆ la mesure du qubit dans la base
{|0>,|1>} suivie de la prŽparation d Õun second qubit dans lÕŽt at rŽsultat de la mesure.
Si le qubit se trouve dans un des Žtats de base |0> ou |1>, le clonage est parfait.
Dans le cas gŽnŽral, la procŽdure donne avec les probabilitŽs | " | 2 et | #| 2 les Žtats
|0,0>ab  et |1,1>ab. Statistiquement, chaque qubit est dŽcrit par l ÕopŽrateur densitŽ:

et on retrouve le rŽsultat  dŽcrit par lÕeq.(3-8). Vue ainsi, l ÕimpossibilitŽ du clonage
parfait appara ”t comme une consŽquence de lÕimpossibilitŽ pour un appareil de
mesurer des grandeurs complŽmentaires.
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Ce clonage approchŽ par la mesure n Õest pas universel. Sa fidŽlitŽ v arie entre 1 et
1/2 suivant les Žtats. La fidŽlitŽ moyennŽe sur toutes les directions possibles du
vecteur de Bloch du qubit est:

CÕest la fidŽlitŽ de l Õestimation d Õun qubit donnŽ en un seul exemplaire (voir le•on
prŽcŽdente). Peut-on rŽaliser un clonage universel de fidŽlitŽ supŽrieure?
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III-B:

Clonage universel symŽtrique de
1 dans 2 qubits



Clonage 1%2 universel et optim al dÕun qubit

Le clonage universel rŽduit dans le rapport & = 2F-1 la polarisation du qubit , sans en
changer la direction. Nous allons montrer que l Õon peut effectuer cette opŽration
avec Fmax=5/6 (&max=2/3) . On dŽmontre par un calcul variationnel (non reproduit ici)
que cette valeur est optimale. Nous donnerons une justification de cette limite
basŽe sur sa compatibilitŽ avec la limite de fidŽlitŽ d Õestimation (fin de cette
le•on),  et une autre fondŽe sur des considŽrations de causalitŽ (prochaine le•on).

Etant donnŽ un qubit a dans un Žtat pur quelconque:

et un qubit b initialement dans  lÕŽt at |0>, nous cherchons ˆ rŽaliser avec une
machine M une opŽration unitaire qui conduira, pour les qubits a et  b ˆ des
opŽrateurs densitŽ rŽduits identiques (propriŽtŽ de symŽtrie), reproduisant avec
une fidŽlitŽ F indŽpendante de l ÕŽt at initial (universalitŽ) et aussi grande que
possible, lÕŽt at de a:
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LÕŽt at  |! ' > , orthogonal ˆ | ! > correspond au vecteur de Bloch opposŽ - P.  On
lÕappelle lÕŽt at Çanticlone de ! È. La composante anticlone r eprŽsente l Õerreur du
clonage quÕ on cherche ˆ rendre la plus faible possible (F  aussi grand que possible).
En adoptant la reprŽsentation de Bloch, on a:
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Rappels sur circ uits  logiques et porte  CNOT

Il est commode de dŽcrire les opŽrations sur les
qubits en termes de circuits logiques, les
interactions entre 2 qubits pouvant se rŽduire ˆ des
opŽrations conditionnelles dans lesquelles un qubit
(Ôcontr ™leÕ a) dŽtermine suivant son Žtat l ÕŽvolution
de lÕautre (ÔcibleÕ b). La porte ÇContr™le UÈ obŽit ˆ la
r•gle: si a est dans l ÕŽt at |0>, le qubit b nÕŽvolue pas;
si a est dans l ÕŽt at |1>, b subit la transformation
unitaire U. Pour l ÕŽt at le plus gŽnŽral de a, on a:

Pour une Žtude dŽtaillŽe des circuits de logique quantique voir cours 2001- 2002

U
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|!> |!>

U

|1> |1>

|!> U|!>

(Lorsque U nÕest pas spŽcifiŽe, il s Õagit par dŽfaut de l ÕopŽration de CNOT ( ( x)).

! 0
a
+" 1

a
#$ %&' (

b
)! 0

a
' (

b
+" 1

a
'U (

b
(3*15)

Un cas particulier est celui de la porte  CNOT pour laquelle U = ( x. Les Žtats de la
base logique se transforment alors suivant l ÕopŽration de bascule conditionnelle:

0a,0b ! 0a,0b ; 0a,1b ! 0a,1b

1a,0b ! 1a,1b ; 1a,1b ! 1a,0b (3" 16)

qui correspond ˆ l Õaddition modulo 2 dans la voie du qubit cible, sans changer a:
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Circ uit logique de clonage optim al
Un exercice  de circuit logique va nous permettre de construire une machine ˆ cloner
universelle et optimale. Commen•ons par considŽrer la combinaison de portes CNOT
pour un circuit de 3 qubits (a,b et qubit auxiliaire m) reprŽsentŽe par la figure ci-
dessous. Noter que le  qubit a est successivement contr™le ou cible (la ligne
correspondant ˆ la cible portant le vertex symbolisant l ÕopŽration ( x).

a
b
m

Les Žtats |) +>bm et  |0>b|+>m de {b,m}, couplŽs ˆ a par le circuit copient
respectivement de fa•on exacte  lÕŽt at de a sur lui-m • me ou sur b.

ConsidŽrons maintenant l Õaction de ce circuit sur le qubit a (ˆ cloner) dans un Žtat
|!>  quelconque, pour deux Žtats du syst•me { b,m} particuliers. On vŽrifie par
linŽaritŽ:
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La porte CNOT rŽalisant une addition conditionnelle
modulo 2, on montre facilement que pour une entrŽe
de qubit dans la base logique, la transformation
suivante est rŽalisŽe:

i; j; k ! i " j " k;i " j; i " k

(i, j ,k = 0,1; " = additionmod.2) (3#18)



Circ uit logique de clonage optim al (suite )
Nous cherchons ˆ rŽaliser une opŽration qui effectue ˆ la fois ces deux transferts
sur a et sur b, de fa•on symŽtrique, mais approchŽe. Essayons  un compromis en
faisant entrer { b,m} dans une combinaison linŽaire des deux Žtats prŽcŽdents:
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On obtient immŽdiatement par linŽaritŽ:
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En explicitant |!> par lÕŽqu. (3-12) et en tra•ant sur b et m, on trouve l ÕopŽrateur
densitŽ du qubit a:
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soit:
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Circ uit de clonage optim al (suite )
La transformation cherchŽe est rŽalisŽe. Pour la symŽtriser on  f ait c 1=c2=1/$3 et on
obtient F=5/6 et & =2/3:
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La prŽparation de | * initial >bm est rŽalisŽe, en amont du circuit CNOT, par une porte ˆ
un qubit (r otation du  vecteur de Bloch de  m de lÕangle u autour de Oy) et une porte
ˆ deux bits ( r otation de b de lÕangle v autour de 0y dŽpendant de l ÕŽt at de  m):
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Pour complŽter le circuit de clonage, explicitons la forme initiale de l ÕŽtat de { b,m}:
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Soit en identifiant avec Eq(3-26): u = 2Arcsin
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Circ uit de clonage optim al (fin)
Le circuit de clonage peut se rŽduire ˆ des portes CNOT et des rotations ˆ un qubit
(voir cours 2001-2002 o• on a montrŽ que la porte CNOT est universelle).  On
dŽcompose ainsi la porte  r otation d Õangle +/2 en une CNOT combinŽe ˆ  deux
rotations ˆ un qubit dÕangles  ±+/4. Le circuit complet comporte 6 CNOTs et trois
rotations de qubits :  
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Donnons lÕexpression simple et symŽtrique de l ÕŽt at final intriquŽ de { a,b,m}:
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Et, comme cas particulier, la transformation des Žtats de la  base logique:
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Une machine ˆ  antic loner en prim e
Il est Žgalement instructif de  considŽrer l ÕŽt at rŽduit du qubit m. On dŽcompose
| * >abm sur une base produits tensoriels d ÕŽt ats symŽtriques orthogonaux de [ a,b]  et
des Žtats de  m sous la forme:

ˆ partir de laquelle on calcule la trace sur  a et b:

Effectuons ensuite la rotation Ry(+) sur m, ce qui revient ˆ Žchanger la dŽfinition
des Žtats logiques 0 et 1 sur ce qubit . On obtient:

Le circuit logique de clonage donne ainsi en prime un anticlone approchŽ de l ÕŽt at  ! 
copiŽ sur m. Noter que lÕanticlonage parfait est, comme le clonage parfait, interdit
(opŽration antiunitaire de conjugaison complexe des amplitudes)
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Clonage optim al et symŽtris atio n

Ce rŽsultat se vŽrifie en identifiant les dŽcompositions de , a,b sur |0,0><0,0|,|1,1><1,1|
 |* +><* +|, |0,0><*+| et  |1,1><* +| donnŽes par (3-34) et (3-37).

Le clonage 1 %2 optimal symŽtrise  lÕopŽrateur produit du projecteur sur l ÕŽt at ˆ
cloner du premier qubit par l ÕopŽrateur unitŽ du second qubit .  Cette propriŽtŽ

se gŽnŽralisera au clonage de 1 vers M, puis de N vers M qubits (voir le•on 4).

En tra•ant sur  m lÕopŽrateur | * >a,b,m  a,b,m<* |  on obtient l ÕopŽrateur densitŽ de { a,b}:

! a,b =
1
6

" #
0

a,b a,b
" #

0
+ " #

1

a,b a,b
" #

1$
%

&
' (3( 34)

(3! 35)

somme des projecteurs sur les Žtats de Dicke m=+1, m=0 et m=-1. On montre que
, a,b est obtenu  en symŽtrisant  lÕopŽrateur produit |!> a a<!| - I b dans lÕespace des
opŽrateurs densitŽ symŽtriques suivant la relation (le facteur 2/3 assure que la
trace de , ab=1): ! a,b =

2

3
I " #

a a
# $ Ib

%& '( I " (3 ) 37)

qui sÕexprime en fonction des Žtats symŽtriques ( non-normŽs):

! "
0 = " ,0

a,b
+ 0,"

a,b
= 2# 0,0

a,b
+ $ 2 %+

a,b
; ! "

1 = " ,1
a,b

+ 1,"
a,b

= 2$ 1,1
a,b

+# 2 %+

a,b

Le clonage optimal prŽpare donc { a,b} dans un Žtat de l Õespace . 2 des Žtats
symŽtriques de moment angulaire collectif J =1 des deux qubits (voir le•on 1). Le
projecteur  dans cet espace est:

I! = 0,0 a,b a,b
0,0 + "

+

a,b a,b
"

+
+ 1,1

a,b a,b
1,1 (3# 36)



Clonage 1%2 et estim atio n
La fidŽlitŽ du clonage 1 % 2 (F1%2 =5/6)  est supŽrieure ˆ celle de l Õestimation d Õun
qubit (S1 =2/3) . En dÕautre termes, l ÕopŽration de clonage par symŽtrisation est
supŽrieure ˆ la mŽthode de clonage triviale qui consiste ˆ  estimer le qubit a et ˆ
prŽparer  a et le qubit b dans lÕŽt at estimŽ.  Nous retrouvons, dans un autre
contexte, la supŽrioritŽ des mŽthodes opŽrant sur l Õensemble des qubits sur celles
qui les mesurent sŽparŽment.

Reste ˆ montrer que l ÕinŽgalitŽ  F1%2 > S1 ne conduit pas ˆ une contradiction avec la
limite d Õestimation Žtablie ˆ la le•on 2. Que  donne une stratŽgie consistant ˆ cloner
un qubit dans 2, puis ˆ  estimer l ÕŽt at sur le couple de qubits ainsi obtenu?
Appliquons la mŽthode optimale dÕestimation collective  ˆ la mesure des deux qubits .
Si ils Žtaient des clones parfaits, la fidŽlitŽ serait de 3/4, et on aurait ainsi, en le
clonant,  estimŽ le qubit initial avec une fidŽlitŽ supŽrieure ˆ 2/3, ce qui serait  en
contradiction avec la limite (N+1)/(N+2) Žtablie ˆ la le•on 2. Mais la fidŽlitŽ du
clonage optimal est  < 1. Montrons quÕelle est en fait juste compatible avec la limite
donnŽe par la thŽorie pour l Õestimation d Õun qubit . Supposons le qubit initial dans
lÕŽt at |0> (la dŽmonstration ne dŽpend pas de cet Žtat, puisque clonage comme
estimation optimale sont des opŽrations universelles  aux performances
indŽpendantes de la direction du vecteur de Bloch). En tra•ant (3-30) sur m, on
montre que les deux clones sont alors prŽparŽs dans l ÕŽt at symŽtrique dŽcrit par:

! ab =
2
3

0,0
a,b a,b

0,0 +
1
3

" +

a,b a,b
" + (3# 38)



Clonage 1%2 et estim atio n (suite )
Utilisons pour estimer l ÕŽt at des deux clones la mŽthode optimale par le POVM E! "
de la le•on 2 (dŽfini pour N=2). La densitŽ de probabilitŽ d Õobtenir le rŽsultat / ,0 
est:

p(! ," ) =Tr #abE! ,"{ } = 3$
2
3

(N = 2)! ," 0,0 0,0 (N = 2)! ,"

+ 3$
1
3

(N = 2)! ," %+ %+ (N = 2)! ," (3&39)

avec, en utilisant les relations (1-14) pour N =2:

(N = 2)! ," 0,0
2

= cos4 !
2

; (N = 2)! ," # +
2

= 2cos2 !
2

sin2 !
2

(3$ 40)

p(!," ) = 2cos4 !

2
+ 2cos2 !

2
sin2 !

2
= 2cos2 !

2
(3# 41)dÕo•:

La fidŽlitŽ de l Õestimation obtenue en dŽcidant que les qubits pointent dans la
direction / ,0 est donc:

d!"" p(#,$ )cos2 #
2

=
2

4%
d$d#sin#"" cos4 #

2
=

2
3

(3&42)

La stratŽgie d Õestimation  dÕun qubit par clonage optimal suivi de l Õestimation
optimale des deux qubits clones permet d Õatteindre, mais non de dŽpasser la fidŽlitŽ
maximale de clonage dÕun qubit , Žgale ˆ 2/3 . Nous r ediscuterons de la relation entre

estimation et clonage  ˆ  la le•on 4.


