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Contrairement " | @formation classique, | @formation codZe dans | @t at d @n systeme
quantique ne peut e tre clonZe de fason exacte (Wootters et Zurek, Nature, 299, 802
(1982)). Cette impossibilitZ est liZe " la nature m *me du concept statistique d @t at
quantique. Un clonage approchZ de qubits (rZalisZ par exemple par un circuit

logique) est cependant possible (C'Quant um copying: beyond t he no-cloning

t heorem!EV.Buzek et M.Hillery, Phys.Rev.A 54, 1844 (1996)). Sous sa forme la plus simple,
ce clonage copie approximativement | @tat d On qubit sur un autre, donnant deux
qublts partageant | @hformation quantique symZtrlquement chacun Ztant dZcrit par

un opZrateur densitZ reproduisant avec une fidZlitZ optimale |  Ofat initial.

Dans cette leeon, nous abordons | @t ude du clonage approchZ. Nous commeneons
(&I11-A) par analyser les raisons de |  @npossibilitZ du clonage exact, en
contradiction avec le principe de superposition et qui conduirait ~ la possibilitZ de
communication super-luminale . Nous dZcrivons ensuite (&I11-B) le clonage approchZ
universel optimal. |1 peut «tre rZalisZ " | @ide d @n circuit logique combinant des
portes CNOT ~ deux qubits et des rotations individuelles de qubits . Nous montrons
que ce clonage atteint la fidZlitZ F=5/6, supZrieure “celled  @stimation d On qubit
(S=2/3). Nous analysons cette diffZrence et montrons qu  @ne stratZgie d @stimation
d@n qubit basZe sur le clonage reste dans les limites permises par la thZorie de
|@stimation. Pour approfondir cette leson et la suivante, voir CQuant um CloningE,
V.Scarani, S.I blisdir, N.Gisin et A.Acin, Rev. Mod. Phys. 77, 1225 (2005) et refs in.
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Clonage parfa it et propagatio n insta ntanZe
dhformation

Envisageons une expZrience EPR dans laquelle Alice et Bob partagent une paire de
gubits dans I@t at que | ©On peut dZvelopper sur deux bases diffZrentes:
0)=[1)
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Pour essayer de transmettre de | @ formation ~ Bob ( un bit classique 0 ou 1), Alice
peut dZcider de mesurer son qubit a soit dans la base 0/1 (envoi d @n bit classique =
0), soit dans la base +/- (envoi d @n bit classique = 1). Suivant la mesure effectuZe,
Bob aura dans son laboratoire soit un Ztat de la forme {|0>/|1>} soit un Ztat de la
forme {|+>/|->}. Mais, tant qu @ ignore le rZsultat de la mesure d @lice, sa
connaissance se rZduit " celle de | GpbpZrateur densitZ du qubit b qui peut s @crire
sous deux formes Zquivalentes:

=T Yy =5 100, 001+ 1), (1) = S () o G414, () GH2)

Rien ne lui permettant de privilZgier une de ces deux formes, iln @ aucune
information sur le choix de base de mesure d @lice, donc sur le bit classique qu @lle a
cherchZ "~ transmettre.  On constate ainsi que bien que les corrZlations quantiques
EPR soient instantanZes, elles ne peuvent «tre utilisZes pour transmettre des
messages (sans canal classique), ce qui violerait la causalitZ. Qu @n serait-il si Bob
pouvait disposer d @ne machine "~ cloner parfaite?




Clonage et propagation d@hformation (suite )

' a /\ b Machine ~ b
Alice < @ Source EPR @ > @

{0/1} ou {+/-} U ~ cloner o : Bob

Muni d @ne telle machine, Bob copierait son qubit (b) sur un autre qubit (c) et
obtiendrait deux copies dans les Ztats [0> ,|0> ou |1> | 1> si Alice a mesurZ le qubit
a dans la base {0/1}, dans les Ztats |+> .| +> ou |->,|->_ si Alice a mesurZ a dans la
base {+/-}. Ainsi, selon ce qu@ fait Alice, les clones de Bob seront dZcrits soit par:

pL.=2(00)(00] +[13(1L), (3-3)

Soit par:
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Ces opZrateurs sont diffZrents.  On a par exemple:
1 20 1#1 1% 1

(01/° 01) - E§<014+ S| +)(0" " 2L st i 39

En effectuant des mesures sur { b,c}, Bob aurait la possibilitZ de savoir quelle
mesure Alice a faite, ce qui violerait la causalitZ. Noter que cloner simplement deux
Ztats orthogonaux (0 et 1 ou + et -) ne serait pas suffisant. Il faut, pour violer la
causalitZ, avoir une machine ~ cloner dans les deux bases, dont nous allons montrer
|@npossibilitZ ~ partir d @n argument sur la linZaritZ des lois quantiques.

0)=0 ; <Oﬂ!2€




La linZaritZ de la th Zorie quantique inte rdit
le clonage parfa it d@n qubit arbitra ire

Imaginons une machine "~ cloner dZcrite par son Ztat quantique |M> et supposons
gu@lle clone parfaitement les Ztats O et 1 d @n qubit a sur |@tat d @n second qubit b:

0).10),[M) ! |0),|0),|M(0))

[D.10), M) {1, D), [M@) (3" 6)
On considere, sans perte de gZnZralitZ, que | @t at C!blanc!E du qubit b est 0. Pour
que la copie soit parfaite, il faut que les qubits, initialement dans des Ztats purs, le

restent et donc que la machine ne soit pas intriquZe avec les copies apres le clonage.
L@t at final de la machine peut par contre dZpendre de| @tat clonZ (0 ou 1).

Utilisons la m « me machine pour essayer de cloner une superposition d @t ats
!> ="|0>_ + #|1>,. Par linZaritZ on obtient:

(@[0), + B|1),)[0),[M) =~ |¥op) = [0),[0),[M(Q)+5]1), |1), IMD) (3-7)

En traeant sur | @t at de | @Qutre qubit et de la machine, on voit que | Oat final de
chaque qubit a et b est dZcrit par le m < me opZrateur densitZ:

=T 8 ) aan BICPI0) O1HDEID, (] Gi=ab) (o8
qui est en gZnZral (pour |"|, |#| #0,1) diffZrent de | @tat initial du qubit a.



Clonage approchZ et intric atio n

LdnpossibilitZ du clonage parfait est liZe "1  @ntrication entre le  qubit et sa copie
gZnZralement induite par la machine. Les deux qubits Ztant intriquZs (sauf pour

|" | =0 ou 1) , IOFat de chaque qubit devient un mZlange et est donc nZcessairement
diffZrent de | @t at pur initial.

On dZfinit la fidZlitZ de la copie en calculant le recouvrementde | @t at copiZ avec
|@t at initial:

n

F= (1), = +18 <1 (s

$|%0,1) (3&9)

La machine qui clone parfaitement les Ztats orthogonaux |0> et [1> dZtruit
completement les cohZrences entre ces Ztats. Pour une superposition symZtrique

(I" |=|#|=1/$2), on a F=1/2, ce qui correspond ~ une perte totale d  @formation. Les
deux qubits a et b se retrouvent alors dans un Ztat  de vecteur de Bloch P=0,
completement dZpolarisZ.

La machine envisagZe ici, qui clone 1 qubit dans 2 a une fidZlitZ qui dZpend de | @t at
" cloner. Elle est par ailleurs symZtrique, les deux  qubits Ztant dans le m sme Ztat
final. Nous nous limiterons dans la suite ~| @t ude de machines symZtriques . Dans le
cas oe la fidZlitZ du clonage est la meme pour tous les Ztats, on dira que la machine
est universelle . On appellera machine optimale une machine universelle qui rZalise
pour tous les Ztats la fidZlitZ la plus proche de 1 compatible avec les lois quantiques.



Clonage approchZ par la mesure

La machine clonant parfaitement |0> et |1> est en fait un appareil de mesure:
|@nsemble {b,M} est un CmetreE Zvoluant dans 2 Ztats orthogonaux (|0,M(0)> et
|1,M(1)>) suivant |@t at (0 ou 1) du qubit " cloner. Cette remarque montre que le
clonage approchZ de |@t at "|0> +#|1> Zquivaut " la mesure du qubit dans la base
{|0>,|1>} suivie de la prZparation d @n second qubit dans I@t at rZsultat de la mesure.
Si le qubit se trouve dans un des Ztats de base |0> ou |1>, le clonage est parfait.
Dans le cas gZnZral, la procZdure donne avec les probabilitZs | " |2 et | #|2 les Ztats
|0,0>,, et]|1,1>,. Statistiquement, chaque qubit est dZcrit par | ©OpZrateur densitZ:

! - n

o)l +[#" )| (3%10

et on retrouve le rZsultat  dZcrit par 1©q.(3-8). Vue ainsi, | @mpossibilitZ du clonage
parfait appara "t comme une consZquence de I@npossibilitZ pour un appareil de
mesurer des grandeurs complZmentaires.

Ce clonage approchZ par la mesure n ®@st pas universel. Sa fidZlitZ v arie entre 1 et
1/2 suivant les Ztats. La fidZlitZ moyennZe sur toutes les directions possibles du
vecteur de Bloch du qubit est:

_ # . & .
F-1 **%6054—+sm4—(sm"d”d) _2 (3+11)
41 2 2 3
C@st la fidZlitZ de | @stimation d @n qubit donnZ en un seul exemplaire (voir leson
prZcZdente). Peut-on rZaliser un clonage universel de fidZlitZ supZrieure?

n n



11-B:

Clonage universel symZtrique de
1 dans 2 qubits



Clonage 1%?2 universel et optimal d@n qubit

Etant donnZ un qubit a dans un Ztat pur quelconque:
[yy=a|0)+p|1) (3-12)

et un qubit b initialement dans 1@t at |0>, nous cherchons " rZaliser avec une
machine M une opZration unitaire qui conduira, pour les qubits aet b " des
opZrateurs densitZ rZduits identiques (propriZtZ de symZtrie), reproduisant avec
une fidZlitZ F indZpendante de | @t at initial (universalitZ) et aussi grande que

possible, | @t at de a:
N HAER)| "N

!;inal =/ tzinal =F
“S)=9%|0)#& 1) (("]"*)=0) (3#13

avec

- - >
L@tat |! >, orthogonal " | ! >correspond au vecteur de Bloch opposZ - P. On

|@ppelle 1@t at Canticlone de ! E. La composante anticlone reprZsente | @rreur du
clonage qu(dn cherche " rendre la plus faible possible (F  aussi grand que possible).

En adoptant la reprZsentation de Bloch, on a:

1 F

!;“i“a':a(ué.'r) # !;"'a'z.lg"“'j"=E(|+|tr>.'lr (1$Fr’.’r):%(|+[2F$1]Fr’.'r) (3$14)

Le clonage universel rZduit dans le rapport & = 2F-1 la polarisation du qubit , sans en
changer la direction. Nous allons montrer que | ©n peut effectuer cette opZration

avec F,_ =5/6 (&,.,=2/3) . On dZmontre par un calcul variationnel (non reproduit ici)
gue cette valeur est optimale. Nous donnerons une justification de cette limite

basZe sur sa compatibilitZ avec la limite de fidZlitZd  @stimation (fin de cette

leson), et une autre fondZe sur des considZrations de causalitZ (prochaine leson).

)+1$F



Rappels sur circuits logiques et porte CNOT

Pour une Ztude dZtaillZe des circuits de logique quantique voir cours 2001- 2002

|O> |O> Il est commode de dZcrire les opZrations sur les
qubits en termes de circuits logiques, les
interactions entre 2 qubits pouvant se rZduire ~ des

1> U 1> oerations;on@itionneIIes dans lesquelles un qubit

' (©ontr ™e(a) dZtermine suivant son Ztat | @volution
de l@utre (©ible (p). La porte CContr™le UE obZit " la

|11> |1>  regle:si aestdans|@tat|0>, le qubit b n@volue pas;
si a est dans | @t at |[1>, b subit la transformation
unitaire U. Pour | @t at le plus gZnZral de a, on a:

[a‘o>a+ﬁ‘1>a]®‘w>b %a‘0>a®‘w>b +l3‘1>a®u ‘w>b (3_15)

Un cas particulier est celui de la porte CNOT pour laquelle U = (. Les Ztats de la
base logique se transforment alors suivant| ©pZration de bascule conditionnelle:

0,,0,)! |0,,0,) ; [0,3)! [0,.2y)

1,000 [L4) ¢ |LA) |L.0) (3"16)
qui correspond " | @ddition modulo 2 dans la voie du qubit cible, sans changer a:
Do)t ) |i# ), (=01 (3%$17)
(Lorsque U n®st pas spZcifize, il s @git par dZfaut de | ©OpZration de CNOT ( (,)).




Circ uit logique de clonage optim al

Un exercice de circuit logique va nous permettre de construire une machine ~ cloner
universelle et optimale. Commeneons par considZrer la combinaison de portes CNOT
pour un circuit de 3 qubits (a,b et qubit auxiliaire m) reprZsentZe par la figure ci-
dessous. Noter que le qubit a est successivement contr™le ou cible (la ligne
correspondant ~ la cible portant le vertex symbolisant | OpZration ().

La porte CNOT rZalisant une addition conditionnelle

. | modulo 2, on montre facilement que pour une entrZe
a »\ \f O de qubit dans la base logique, la transformation
b O suivante est rZalisZe:
m O |i;j;k>! || "okt " k>

(i,],k=0,1;" =addtionmod.2) (3#18)

ConsidZrons maintenant | @ction de ce circuit sur le  qubit a (" cloner) dans un Ztat
> quelconque, pour deux Ztats du systeme { b,m} particuliers. On vZrifie par
linZaritZ:

) s ) !+>=%(|0,0>+|Ll>) (ZatdeBeIIdech;k:itsz)O)
¢ e ‘ 1 avecC !
! >a " |O>b " |+\m$ ! >b " ‘#+>am (394.9) |+) =%(|O>+|1)) (Zat supepostiond'un qubit)

Les Ztats |) >, et |03 [+>_de {b,m}, couplZs " a par le circuit copient
respectivement de faeon exacte |@tat de a sur lui-m e me ou sur b.



Circ uit logigue de clonage optimal (suite)

Nous cherchons ~ rZaliser une opZration qui effectue " la fois ces deux transferts
sur a et sur b, de fason symZtrique, mais approchZe. Essayons un compromis en
faisant entrer { b,m} dans une combinaison linZaire des deux Ztats prZcZdents:

‘l initial>b,m — C] " +>b’m +02 ‘O>b‘+>m
C,,C, rZels avec (normalisation) :
c’+cC +cc, =1 (3#21)
On obtient immZdiatement par linZaritZ:

). ™), S gll), %), +ell) " %) - (3&22)

En explicitant |!> par I@qu. (3-12) et en trasant sur b et m, on trouve | ©pZrateur
densitZ du qubit a:

2 2
ao (¢! +%2+clc2)+ /3[3’*%2 aff (cf +c1c2)
Po =17, ,,L0pm = ) 5 (3-23
oc*/i’(cl2 + clcz) BB (c + %2 roe,)+aa 2
solit:
=R [+ a# R[N () =R |+ #R)| "))
2 2 et de meme > )

C C
avec F, =¢’ +32+clc2 :1#?2 (3#24a) avcF, =¢ +%1+(:1c2 :1#%1 (3#24b)



Circ uit de clonage optimal (suite)

La transformation cherchZe est rZalisZe. Pour la symZtriser on  fait ¢ ,=c,=1/$3 et on
obtient F=5/6 et & =2/3:

5 1 1% 20 r(
! :! — Ll " +_ n# n # i)_'_ é 3+25
G A= R (S Lt (3+25)
Pour complZter le circuit de clonage, explicitons la forme |n|t|ale de | @tat de { b,m}:

N _c+c C ]2 1 1
>b,m +Cz|o>b|+>m - Cl\/iz |O’O>b,m +TZZ|O’l>b,m +%|l’1>b,m _\/;|O’O>b,m +%|0’1>b,m +ﬁ|l’l>b,m (3# 26)

‘ | initial>b’m =c, "

La prZparation de | * iniial > est rZalisZe, en amont du circuit CNOT, par une porte
un qubit (rotation du vecteur de Bloch de mde |@ngle u autour de Oy) et une porte
"~ deux bits ( rotation de b de I@ngle v autour de Oy dZpendant de | Ozat de m):

0),10),,+ T Do

+
, > sm2

P r1r 1 1"
" R/ (V] condtiohnéle

. v
, > +9N—cos—
b,m 2

1), +sin%sin%\],1)b'm (3#27)

Soit en identifiant avec EQ(3-26): u=2Arcsn —% V= | (3( 28)
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Circuit de clonage optim al (fin)

Le circuit de clonage peut se rZduire ~ des portes CNOT et des rotations ~ un qubit
(voir cours 2001-2002 o+ on a montrZ que la porte CNOT est universelle). On
dZcompose ainsi la porte rotation d @ngle +/2 en une CNOT combinZe ~ deux
rotations " un qubit d@ngles *+/4. Le circuit complet comporte 6 CNOTS et trois
rotations de qubits :

! A~ A~ ftat |* > bm
>a Y s D 1 \-ﬁ -/ intr iquZ avec
0 1" /4 I ]4 Zt at rZduit
>b ! Rv!#ZAﬂsin!iﬁ R( ) ‘ R(!74) | identique
O>, A EEAreshE i | O pour aet b,
T de fidZlit 2
I e e e e e e e e e e o ' 5/6

Donnons I@xpression simple et symZtrique de | @t at final intriquZ de { a,b,m}:

)., =90, 100,10), #1910, 11, +10), [ [0}, +[1), [, 1), ] 3-29

Et, comme cas particulier, la transformation des Ztats de la base logique:
2 1. .
0,104,100, |2[0I0h10), =" )., 10,
2 1.
D,000,/0,,1 2D, +E] 7,0,

>:%(|0>|1>+|1>|0)) (3#30)

avec




Une machine = antic loner en prime

|l est Zgalement instructif de  considZrer | Gt at rZduit du qubit m. On dZcompose

|* > 5pm SUr une base produits tensoriels d @t ats symZtriques orthogonaux de [ a,b] et
des Ztats de m sous la forme:

1 enn = 25100),10), + ALY, 8, B ) 810),

" partir de laquelle on calcule la trace sur aet b:

1) & (3( 31

?/%##* +%$$* E$#* {

!m :Tra,b{‘" a,b,m><" a,b,m‘} :: 1 ., 1 : (3+32)
L =$# —$$ +HH
& 3 3 )

Effectuons ensuite la rotation R (+) sur m, ce qui revient " Zchanger la dZfinition
des Ztats logiques 0 et 1 sur ce qubit. On obtient:

‘(g%$$*+%%% #%f% ) o1 o
J final "\ Yy = +=—|, — = #=P." #
n =RRA(M)=( pIoE: | ( [=5g #5P 74 (3#33

wlew  Zogs+lsst 3
3 3 3

Le circuit logique de clonage donne ainsi en prime un anticlone approchZ de | @t at !
copiZ sur m. Noter que |@nticlonage parfait est, comme le clonage parfait, interdit
(opZration antiunitaire de conjugaison complexe des amplitudes)



Clonage optimal et symZtris atio n

En trasant sur m |@pZrateur | * < | on obtient | ©pZrateur densitZ de { a,b}:

ab m a,b,m
1 n 0 n 0 n 1l nl

!a,b = 600 #>a,b a,b< # ‘ +‘ #>a,b a,b< #

qui s@xprime en fonction des Ztats symZtriques ( non-normZs): (3- 35)

‘I 9>:|”’O>a,b+|0’”>a,b:2#|O’O>a,b+$\/§‘%+>a,b ! ‘| 1>_ ’1>a,b+|1’”>a,b:2$|1’1>a,b+#\/§‘%+>a,b

Le clonage optimal prZpare donc { a,b} dans un Ztat de | ®space . , des Ztats
symZtriques de moment angulaire collectif J=1des deux qubits (voir leeon 1). Le
projecteur dans cet espace est:

’ >a,b a,b< ’

, >a’b a’b< , +“P+>a’b a’b<‘I’+ +

somme des projecteurs sur les Ztats de Dicke m=+1, m=0 et m=-1. On montre que
 ap €St obtenu en symZtrlsant |@pZrateur produit |'> _ <!| - |, dans |@space des
opZrateurs densitZ symZtrlques suivant la relation (le facteur 2/3 assure que la

trace de , _,=1): I, :§|" ({qg>aa<#|$ Ib(l.. (3) 37)

Ce rZsultat se vZrifie en identifiant les dZcompositions de  , ,, sur [0,0><0,0],|1,1><1,1
|¥ ><* #|, |0,0><**| et |1,1><* *| donnZes par (3-34) et (3-37).

(3-36)

' ab

Le clonage 1 %2 optimal symZtrise |©pZrateur produit du projecteur sur | @tat "
cloner du premier qubit par | ©pZrateur unitZ du second qubit. Cette propriZtZ
se gZnZralisera au clonage de 1 vers M, puis de N vers M qubits (voir leson 4).



Clonage 1%2 et estimation

La fidZlitZ du clonage 1 % 2 (F,,,, =5/6) est supZrieure " celle de | ©stimation d @n
qublt (S,=2/3) . En d@utre termes, | ©pZration de clonage par symZtrisation est
supZrieure " la mZthode de clonage triviale qui consiste ©  estimer le qubit aet”
prZparer aetle qubit b dans @t at estimZ. Nous retrouvons, dans un autre
contexte, la supZrioritZ des mZthodes opZrant sur| ®nsemble des qubits sur celles
qui les mesurent sZparZment.

Reste " montrer que | ZgalitZ F,,, > S ne conduit pas ~ une contradiction avec la
limite d @stimation Ztablie " la leson 2. Que  donne une stratZgie consistant " cloner
un qubit dans 2, puis ~ estimer | @t at sur le couple de qubits ainsi obtenu?
Appliquons la mZthode optimale d®@stimation collective " la mesure des deux qubits .
Si ils Ztaient des clones parfaits, la fidZlitZ serait de 3/4, et on aurait ainsi, en le
clonant, estimZ le qubit initial avec une fidZlitZ supZrieure ~ 2/3, ce qui serait en
contradiction avec la limite (N+1)/(N+2) Ztablie " la leson 2. Mais la fidZlitZ du

clonage optimal est <1. Montrons qu@lle est en fait juste compatible avec la limite
donnZe par la thZorie pour | ®stimation d @Qn qubit . Supposons le qubit initial dans
|@t at |0> (la dZmonstration ne dZpend pas de cet Ztat, puisque clonage comme
estimation optimale sont des opZrations universelles aux performances
indZpendantes de la direction du vecteur de Bloch). En trasant (3-30) sur m, on
montre que les deux clones sont alors prZparZs dans | @t at symZtrique dZcrit par:

=20,0),,,,(0.0+3 (3#38)

n +> <|| +
a,b ab

3




Clonage 1%2 et estimation (suite )

Utilisons pour estimer | @t at des deux clones la mZthode optimale parle POVM E,.
de la leson 2 (dZfini pour N=2). La densitZ de probabilitZd ©btenir le rZsultat /,0
est:

0,0)(0,0|(N =2), .)

iy _aa 2/
p(!, )_Tr{#abE_,,..}_3$3<(N 2), .

1
+33=((N=2), . |% (%" |(N=2), . 3&39
~((N=2), . [% ) (%7|(N=2),.) (3839
avec, en utilisant les relations (1-14) pour N =2:
((N=2),.

! |2 Y
0,0>‘2:cos4E ; ‘<(N:2)_,,,,‘#> :2COSZESIHZE (3% 40)

d®e: p(6,¢)220034g+2coszgsinzg:ZCOSZg (3-41)

La fidZlitZ de | @stimation obtenue en dZcidant que les qubits pointent dans la
direction /,0 est donc:

"d! p(#,$)cos ” = 2 mggdusingcos s = 2 (3&42)
2 49 2 3

%

La stratZgie d @stimation d@n qubit par clonage optimal suivi de | ®stimation
optimale des deux qubits clones permet d @Gtteindre, mais non de dZpasser la fidZlitZ
maximale de clonage d@n qubit , Zgale ~ 2/3 . Nous r ediscuterons de la relation entre

estimation et clonage ~ laleeon 4.



